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N O T E  P R E S E N T A T E  DA S O C I

Analisi Matematica. — La più generale funzione d'invarianza per 
criteri sufficienti dì minimo con condizioni di Dirichlet per integrali 
pluridimensionali del primo ordine dipendenti da un vettore a più 
componenti^. Nota di M i c h e l e  De F r a n c h is ,  presentata (**} dal Socio 
M. P lC O N E .

P osizion e d e l  problem a. -  Designino:
D un dominio regolare dello spazio cartesiano reale X ad r  d im en­

sioni di cui si indicherà cori x  (xx , x 2 , x r) il punto  generico;
SFD la fron tiera  di D;
Y lo spazio cartesiano reale ad n  dimensioni, il cui punto  generico si 

indicherà con y  — ( y x 9 y a , • • •, y n)\
P lo spazio cartesiano reale ad n r  dimensioni, di punto  generico p , di 

cui indicherem o con p ih la [(2 —  1) r  +  ^ ]-esim a coordinata.
Assegnam o ad arbitrio  un vetto re y° (x) ad n  com ponenti reali:

y°i (*) > y t ( x ) , - • -> yZ (x )

funzioni di x  definite in D ed ivi continue con le derivate parziali prim e ossia, 
come brevem ente diremo, la funzione (vettoriale) y°(x)  di classe C1 (D); sia 
E (1) (y v D )  là to ta lità  delle funzioni vettoriali y  (x) ad n  com ponenti reali:

y* O ) , y* (x) , ■ ■ ■ , y n 00

di classe C1 (D) e tali che su siano soddisfatte le

Vi (x) =  y? (x) i  =  1 , 2 , . , n  ,

che diremo condizioni di D irichlet, chiam ando, secondo una locuzione u sa ta  
dal prof. Picone, Tinsieme E (1) (y°, D) (come ogni to ta lità  di funzioni di una 
d a ta  classe soddisfacenti a condizioni di D irichlet) insieme di D ir ic h le t(l).

(*) Lavoro eseguito nell’am bito del G ruppo di ricerca n. 21.
(**) Nella seduta  del io  giugno 1964.
(1) P e r la  nom enclatura u sa ta  in questa parte  cfr. M. PlCONE, Criteri sufficienti in  

generali problemi d i Calcolo delle variazioni riguardanti integrali p lurid im ensionali d'ordine 
qualsivoglia nel vettore m in im ante a p iù  com ponenti, « A tti Accademia Nazionale dei Lincei, 
M em orie», ser. V i l i ,  voi. V II (1963), pp. 33-58, da p. 33 a  44.
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Indicherem o con dyjdxh la deriva ta  parziale prim a di (x) rispetto  ad xh e 
con y  (x) il vetto re ad n -r  com ponenti avente 2y j d x h come [(7 —  1) r  -f- h ] -  
esima com ponente.

Consideriam o in E (1) (y°, D) il funzionale

l f ( y )  =  ( /  [x , y  (x) , y  (*)] d x ,
D

che intendiam o definito per ogni funzione f  (x  , y  , p)  continua in D x Y x P  
insieme con le derivate  parziali prim e rispetto  alle x h , y { e p ih , nonché con 
le derivate parziali delle f p .h rispetto  alle x h , y j  e p jk (i , j  — 1 , • • •, n  ; 
h , k  =  1 , • • •, r); conveniam o di indicare con , f y . J t .h , f t ih*h J p ihyj J p ihtjk » 
rispettivam ente, le derivate  testé cita te  e riserviam o il simbolo ^f\^xh ad 
indicare la deriva ta  della funzione (di x) f [ x , y  (x) , y f (x)] rispetto  ad x h.

Ci proponiam o di indicare una caratterizzazione delle funzioni v (oc , y , p)  
fra le f  in tro d o tte  nel funzionale l / ( y )  tali che sia costante in E (1)(_y°, D) il 
funzionale

(1) I» (y )  =  j v  [oc , y  (x), y '  (a:)] dx  ,
D

cioè di quelle funzioni che il prof. Picone ha considerato re la tivam ente anche 
ai più generali problem i di Calcolo delle variazioni da lui t ra tta ti ,  in suoi 
recenti lavori, a ttribuendo  loro la denom inazione di fu n z io n i  d i  invarianza (z)] 
negli stessi lavori sono, altresi, indicate molteplici possibili utilizzazioni delle 
d e tte  funzioni, o ltre  che per il conseguimento di efficaci criteri sufficienti di 
m inim o, per la risoluzione di problem i connessi ad alcuni tip i di equazioni 
funzionali, tra  le quali di partico lare rilievo quelle che interessano i problem i 
della Fisica m atem atica , quali il problem a dell’elasticità.

Secondo la nom enclatura u sa ta  dal prof. Picone, il classico problem a di 
minirqo associato al funzionale I/ ( y )  in E (1) (y°, D) è il problem a di D irich- 
let relativo ad un in tegrale pluridim ensionale del prim o ordine nel vettore 
fninim ante a più com ponenti.

R estringendo la classe di variab ilità  di y  (x) all’insieme di D irichlet 
E (2) (y  , D) delle funzioni y  (x) di classe C2 (D) coincidenti su fD  con la traccia 
della funzione y  (x) € C2 (D), vale la caratterizzazione delle funzioni d ’inva- 
rianza per il problem a da noi tra tta to  data , come caso partico lare di un cri­
terio più generale, dal prof. Picone, per cui condizione sufficiente, o ltre che

(2) Cfr. M. PlCONE, a) Criteri sufficienti per i l  m inim o assoluto d i un integrale p lu r i­
dimensionale del p rim o  ordine nel vettore minimante> «A tti della Accadem ia Naz. dei Lincei, 
M em orie», ser. V i l i ,  voi. VI (1962), pp. 281-337.

fi) Criteri sufficienti per i l  m inim o assoluto d i un integrale pluridim ensionale ,, del prim o  
ordine p e l  vettore m in im ante in  parte o completamente libero alla fron tiera  del dom inio  
d'integrazione, « A tti della A ccadem ia Naz. dei Lincei, M em orie», ser. V i l i ,  voi. V I (1962) 
pp. 341-374*

c) loc cit. p).
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necessaria, perché una  funzione f  (x  , y  , fi)  soddisfacente alle condizioni di 
regolarità in tro d o tte  nel definire il funzionale l / ( y )  sia funzione d ’invarianza 
ih E (2) {y  , D), è che sia iden ticam ente soddisfatto in D, qualunque sia la 
funzione y  (x) in E (2) ( j7, D), il sistem a di E ulero-E agrange che, introducendo 
la convenzione, che m anterrem o in seguito, di so ttin tendere  una som m azione 
su ogni indice ripetu to  due volte in uno stesso monomio, si scrive:

(2 ) X  [x  , y  O )  , /  ( x )  ] —  . y  ( x ) , y  ( x) ]  =  o  (3> * ~  |  ’ "  ’ ’ “

È im m ediato constata re  che perché il sistem a (2) sia soddisfatto  in D 
da ogni y  (x) in E (2) ( y  , D) deve aversi identicam ente in D X Y X P:

/**■*# (x >y >p ) '(* >y ’ p) =  °-

Q uesta condizione che, dunque, è necessaria affinché una funzione sia di 
invarianza in E (2) ( j7 , D) è pure necessaria affinché una funzione sia di inva­
rianza in E (1) (y°, D), come subito  si constata  se si osserva che una funzione 
d ’invarianza in E (1) (y°y D) [V/y°] è anche d ’invarianza in E (2) (y  , D).

Grazie a decisivi suggerim enti del prof. Fichera, tenendo conto della 
form a che deve avere la funzione v ( x  , y  , fi) in D X Y X P affinché sia fun ­
zione d ’invarianza in E (1) (y°, D), in relazione alle condizioni necessarie:

(3) Vpihpjk {x ,y  ,P) +  Vpi iP .h{fc\y ,P) =  o =;  ̂ ^

(identicam ente in D x Y x  P), ho espresso il funzionale \ v (y)  come l’in te ­
grale di una form a esterna, pervenendo ad una nuova caratterizzazione delie 
funzioni d ’invarianza in E (1̂  (_y°, D), che mi pare u tile  in quanto  consente di 
scrivere esplicitam ente la più generale funzione d ’invarianza per n ed r  qual- 
sivogliano (4V  Ho riten u to  opportuno applicare la tro v a ta  caratterizzazione 
per scrivere la più generale funzione d ’invarianza per n — r — 3 in E (1) (y° , D)

(3) Cfr. M. PICONE, loc. cit. (x) teor. IX , p. 45. Si noti che sulle funzioni y  (x) non è 
posta dal prof. Picone Pipotesi che siano di classe due; è invece supposto che siano di 
classe uno e che ogni funzione y  (x) dell’insieme di D irichlet che si considera sia regolare 
rispe tto  alla f u n z i o n e /^  , y  , fi), cioè che esistano e siano continue in D tu tte  le derivate

— f \ . x ^ y  (x \* y ’ (-*■)]• Il criterio in questione è però applicato  al conseguimento della fun- 
àxh

zione di invarianza nelle condizioni da me, per sem plicità di esposizione, più sopra considerate.
(4) Il risu lta to  cui pervengo coincide, salve le condizioni di regolarità  legate ai procedi­

m enti, con quelli o tten u ti dal prof. Picone, il quale aveva già trovato  la più generale funzione 
d ’invarianza per n ed r  ta li che (n —  1) ( r — 1) <  1 (per un quadro dei risu lta ti cfr. M. P I­
CCINE, loc. cit. j(x) pp. 46-48). Si no ti che per n — r =  2 l ’insieme di D irichlet considerato dal 
prof. Picone èjquello E(2) (y  , D). Il pervenire agli stessi risu lta ti fa subito pensare che l ’in­
dice k (>  1) della classe E ^  (y  , D) non influenzi la generalità  della funzione d ’invarianza. 
T ale osservazione può essere conferm ata, oltre che con considerazioni di n a tu ra  diversa, 
constatando  che le caratterizzazioni cui si perviene non sono modificate da ll’aum en tare  l ’in . 
dice k  della classe E ^  { y , D).
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per l’interesse che il suo possesso può avere nella risoluzione dei problem i della 
Fisica m atem atica  affrontati dal prof. Picone col m etodo delle funzioni d ’in ­
varianza e, in particolare, per la lim itazione delle frequenze delle vibrazioni 
proprie di un corpo elastico isotropo e omogeneo a contorno fìsso, problem i 
dei quali è mio in tendim ento  di occuparm i prossim am ente.

1. Le funzioni v (x  , y  , p)  d ’invarianza in D per l ’insieme E (1) (y°, D), 
soddisfacenti alle condizioni di regolarità che abbiam o fissato per f  (x , y  , p)  
nel definire il funzionale I/ ( y ) ,  vanno ricercate, in base alle rich iam ate condi­
zioni necessarie (3), f r a le  funzioni che soddisfano identicam ente in D x Y x P  
al sistem a

o ')  y , y , t ) = °  y é  'h j ==

potendosi prescindere dal considerare i casi j  e h  >  k  senza che si tralasci 
alcuna equazione del sistem a (3) d a ta  l’invertib ilità , nelle nostre ipotesi, del­
l ’ordine delle derivazioni che operano sulla v in (3).

Prendiam o prim a in considerazione quelle equazioni del sistem a (3') che 
corrispondono ai casi in cui una almeno delle due coppie i  , j  e, ’h , k  sia di 
indici uguali.

Esse indicano che v (x  , y  , p)  deve essere un polinomio nelle p ih tale 
che in uno stesso monomio non compaiono due indeterm inate con uguali i 
prim i o i secondi indici e quindi, in particolare, un polinomio di grado al più 
v =  m in (r , n) nel complesso delle p ih\ i coefficienti, perché si stia  nell’am bito 
delle funzioni v  che ci interessa di considerare, sono funzioni di (x , y )  
continue con le derivate parziali prim e rispetto  alle x h ed y { . Talché deve 
essere in tan to

(4) v (x . y . P)
I

(x » y) Ps, /, (5)

1  ,n

intendendo con 2  di som m are a tu tte  le possibili combinazioni di classe jj.

i  ,r

degli indici i , • • •, r  nell’ordine crescente e con '2  di som m are a tu tte  le
1 V

possibili disposizioni semplici di classe [x di i , • • •, r.
Per trovare l’espressione della funzione v (x  , y  , p)  che soddisfi a tu tte  

le equazioni del sistem a (3') basterà  sostituire, nelle equazioni del sistem a 
corrispondenti ad i  <C.j e h <  alla v la sua espressione (4) per dedurne le 
condizioni cui il polinomio (4) deve ulteriorm ente soddisfare. Così facendo, 
si o ttiene al prim o m em bro di ciascuna equazione del sistem a (3') un poli­
nomio ip cui non compaiono i coefficienti dei term ini di (4) di grado m inore di 
due nel complesso delle p ihì e il cui annullarsi identico in D x Y x P  equi-

(5) P ur conservando in generale la convenzione som m atoria in tro d o tta  userò il segno 
£  quando convenga precisare la  variab ilità  degli indici.
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vale, in forza del principio d ’id en tità  dei polinomi, al verificarsi in D x Y  
delle iden tità :

A'" -a D " -vr V> =  o o  >  2).

Q ueste condizioni — che si in terp re tano  come condizioni di an tisim m etria  
dei coefficienti dei term ini di grado m aggiore o uguale a due rispetto  agli indici 
in basso -  consentono di esprim ere tu tti  i coefficienti di (4) in funzione di

quelli con hx <  • • • <  h p , ( jx <  • • • <  Su) secondo le relazioni

(5)

indicando 8, J1 il simbolo di K ronecker, cioè il num ero o se /*• • •/,, con-n\' ' P
tiene qualche indice diverso da quelli contenuti in hx - • -h^ e a ltrim enti il 
num ero i o  —  i  secondo che lx - • -/^ sia una perm utazione di classe pari o 
di classe dispari di hx • • * .

O sservato che se v è del tipo (4), nell’ipotesi che i coefficienti soddisfino 
alle (5)> sono verificate le (3), concludiamo che le condizioni (3), necessarie 
affinché la zrsia  una funzione di invarianza, equivalgono ad im porre a v  di 
essere del tipo

(6) v ( x  , y  , p) =  ^ u 2
<r%<.

A'
•<*u,

(*!<■ ••< v

, y )  \ . . . / p i ,h ■ ftSV- !\l

con i coefficienti ^  (x  , y)  funzioni di classe C1 (D X Y).

Siamo dunque ricondotti a ricercare le funzioni d ’invarianza fra le v 
esprim ibili m ed ian te la (6); in altri term ini, si tra tte rà  di ricercare le condi­
zioni da im porre ai coefficienti del polinomio (6) affinché il funzionale

(7) 1. 0 ') , =  / 2 „  2
D

A ?■ ' ' v  [x , y  (x)] 81' ' ' '!"
V  ,W J  hy-kp  dxh 3x I,l

d xx • ■ ■ dxr

sia costante in E (1) (y °, D).
... 1 dy

Osserviamo che S7 7fX-— - dxr— non è altro  che lo sviluppo del de-
IX

term inan te  jacobiano di y H (x) ,. • • •, y s (x) rispetto  ad x hl, • • •, xh , deter-
d (y , • • •, y s )

m inante che indicherem o con ..^  ; inoltre, se Au+X- . è la per-

m utazione dei num eri, d isposti in ordine crescente, che restano da 1 , • • •, r  
ove si tolganjo hx - • (talché hx • • • • • • hr è una perm utazione di
1 , • • - , r  ind iv iduata  dal fissare hx- • -k^), si ha

9 0 y> -• • >.% ) d ( y s 1 r - , y s lÀt, ^ ì l + I , ‘ - - , x kr) _  ^ x. . . hr d { y  ^  , y ^ , x h^ + I r  -  t x h)
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Si conclude che la (7) può scriversi:

Posto
3 ( x i , • ,Xr)

dxT • • • dxr .

si ha, quindi:

(8) ^  O )  =  f ' ì t l 2  2  V  v . n lx >y (*)]•
J  0 * , < ■ • • <  V  ^ + 1 < - - < i r  (* + '  r

■ 3 ( y s ‘ ’' ” ’^ ’;gv + J’' ' ' ’xiJ Jx  . J x
d{xI t .......................   , x r) aX l  a x ”-\

Ora, essendo 13 un dominio regolare, per ogni y  (x^ E E ^  (y°i 13 ) la varietà 
V  di equazioni

( *ì  =  * ì
j * \ (t =  1 , • • •, n  ; k  =  1 , • • ■, r)
( =  3ò (*)  K ;

è una varie tà  regolare aperta  ad r  dim ensioni di dom inio base D (6); onde 
l’integrale (8) è l ’in tegrale esteso alla varie tà  V  della form a esterna di grado r  
(o r—form a) nelle n  +  r  variabili y i e xk

(9 ) È  *>""*
hv.+i<---<K '*+I

(,x ì y) dySi- ■ •dys^dxh^+I • • •dxur ■

Ricordiam o che i coefficienti della form a oc sono di classe C1 (D X Y). 
Siamo così pervenuti ad esprim ere il funzionale l v (y )  dato  da (7), cioè 

quando v soddisfi al sistem a (3), come l ’integrale su V  della form a esterna (9):

I- OO VZj oc, , 
V K < -“ <*r <-

(x  , y )  dySl ■ ■ ■dystidxhVi+I ■ ■ ■d xhr .

Il problem a della caratterizzazione delle funzioni di invarianza per il 
problem a di D irichlet e così ricondotto  a quello della caratterizzazione delle 
forme esterne del tipo (9) tali che l’integrale esteso ad ogni varie tà  regolare 
aperta  V  di dom inio base D dipenda solo dal bordo della varietà.

(6) La nom enclatura ed i concetti relativ i alle varietà, alle p roprietà  topologiche degli 
insiemi, ed alle forme differenziali esterne qui usati sono sin teticam ente in tro d o tti nei §§ I, 
II , I I I  e IV del lavoro di G. F j c h e r a ,  SulVintegrazione in  grande delle fo rm e differenziali 
esterne d i qualsivoglia grado, « U niversidad N acional de Tucum an, R evista» , serie A, voi. 6 
( I947)1 PP- 51-70.

Qui e nel seguito le varie tà  che si considerano si intendono orientate. Come orientazione 
positiva di V in tendiam o quella in do tta  dalla rappresentazione cartesiana, che è la sola che 
si considera, della varie tà  stessa; il bordo di V resta  orien tato  in conseguenza.
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Tale catterizzazione è resa agevole dalla applicabilità nel nostro caso dei 
due teorem i seguenti, contenuti in un lavoro su ll'in tegrab ilità  in grande delle 
f o r m e  esterne del prof. F ichera (7):

Fj) se un dominio di uno spazio ad m  dim ensioni è ^ -no rm ale  esso 
ha semplice la connessione (m —  %)-dimensionale;

F 2) se un  dominio ha semplice la connessione r-dim ensionale, condi­
zione necessaria e sufficiente perché una r-fo rm a  di classe C1 ivi definita vi 
sia integrabile, cioè omologa a zero, è che sia chiusa.

P er F x), poiché il dominio D X Y contiene ogni dominio ^-norm ale  
rispetto  ad y x , • • •, y n e tale che x x , x r descriva D, si può affermare che 
D X Y  ha semplice la connessione r—dimensionale. Possiamo allora dim o­
strare, servendoci di F 2), il

TEOREMA. -  Condizione necessaria e sufficiente affinchè

v

dipenda , per ogni varietà regolare aperta V avente dominio base D, solo d a l  
bordo d i  V, è che oc sia integrabile in  D X Y.

L a sufficienza della condizione è subito vista. In fa tti, supposto oc == d  [3, 
P essendo una ( r —  i)-fo rm a  di classe C2 (D X Y) nelle n  +  r  variabili y t 
e x k (* =  1 y * • •> n ; k  =  1 , • • - , r), risu lta, indicando con dV  il bordo di V, 
per la form ula di Stockes: v

v dV

ciò che m ostra  che l’in tegrale considerato non varia al variare di V, fissato il 
bordo.

T enuto  conto della circostanza che D X Y ha semplice la connessione 
r-d im ensiona |e  e che la form a a è di classe C1 (D x Y ), sarà acquisita la ne­
cessità della condizione, in v irtù  di F 2), se dim ostrerem o la necessità della 
chiusura di a.

N ell’ipotesi che

(io) 1 a =  costante
v

per ogni V  di dominio base D e di bordo arb itra riam en te  fissato, se V  e V ' 
sono due varie tà  di dom inio base D aventi lo stesso bordo ta li che V — V ' 
costituisca il bordo di una varie tà  W  ad r  +  1 dim ensioni im m ersa in D X  Y, 
si ha per la form ula di Stockes:

(7) Cfr. G. F ic h e r a ,  loc. cit. (6) teor. IV  p. 57 e corollario p. 69.
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Consideriamo la form a da.. Essa, essendo una (r -f- i)-fb rm a nelle n r  
variabili y t-/é x k , è del tipo:

dai
m in (« ,r + J )  i  ,n i , r

2 „  2  2  0 . '* r+ i
( x , y ) d y Sl- ■ - d y ^ d x / ^ 'd x xr+i

Cominciamo col provare che, nell’ipotesi (io), sono necessariam ente nulli 
in ogni punto  di D X Y i coefficienti dei term ini di da. corrispondenti a [x =  1, 
cioè le funzioni

T l . . r (x , y ) .

Fissato un punto  (x , y)  in terno a D X Y, se d  è la d istanza che x ha 
da 3D , detto  s un num ero positivo arbitrario , purché m inore o uguale a d , 
indichi D e la sfera dello spazio X di centro x  e raggio s; risu lta  D eC D . 
Definiamo su D la funzione di classe C1 (D):

per # € 'D e 

( o per x  e D  —  D e

e consideriamo per ogni fissato sz in 1 • , n  le varietà

cpe(x) 2  (x i — xù 2

l Xk~~ x k ( x k — Xk

=  | V i =  di V® =  < y t =  j,.

( V i i  =  9 >t +  <Pe (X) I y Si =  y Sl —  <?e (x)

x  e D

t =|= Si

di dominio base D e aventi lo stesso bordo. costituisce il bordo
della varietà ad r  +  1 dimensioni im mersa in D X Y:

t x k =  x k

’ yst =  ys, +  t<?e (x)

2 =4=

j e D 6 

— 1 <  t  <: 1

cui appartiene il punto  (pc , y).
È im m ediato constatare che

J  da. =  J YJ _ r (x , y )  dyH dxx ■ ■ ■ dxr 

w(1>

onde, applicando la ( n ) :

( 1 2 ) / Y?...r ( x ,  y )  dySld x j • • -dxr o .

wW

dyHdxx- ■ -dxr
W(De

Tfenuto conto che

mis
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si deduce:

m isW ®
I Tì...r ( x ,  y )  dySldxz ■ ■ ■dxr— YI\,.r (x , y )  <  

w(De

~  mis W® J T?... r (x , y )  — Y;. ..r ( x , y ) \  dySl dxI ■ ■ ■ dxr .

wW£

Ora, fissato cr >  o ad arbitrio , è possibile determ inare p >* o in guisa tale 
che per s <  p risulti m ax | T f . (x  , y ) —  T f . . r ( x , y )  | < a ; si conclude che

M G W (1)

per ogni in i , • • ■L, n.
Poiché il ragionam ento fa tto  è valido per ogni (x , y )  in terno a D X Y e le 

funzioni y f . .r (x  > y )  sono continue, è acquisita la necessità delFannullarsi dei 
coefficienti Yf...r (x  > y )  della form a da in ogni punto  di D X Y.

Si può provare ora che sono necessariam ente nulli i coefficienti in corri­
spondenza a pi == 2, cioè del tipo

Con le notazioni in tro d o tte  nel caso precedente, consideriamo, per ogni 
possibile scelta di sx , s2 ed m, le varie tà

w(1>8

e quindi, per la (12):

03) y?...r (* > y ) =  0

y* =  ys —  v* O ) 

y*, =  A , +  —  %

Esse hanno lo stesso bordo e V® —  V® è il bordo della varie tà  ad r +  i 
dimensioni im m ersa in D X Y

w®  =

x k =  x k

Vi =  Pi
y>i =  P a +  %  (* ) 

y*  =  Ph +  ** —  x,

x g D

—  1 <  t  <  1 

i ^ r  s , ,

cui appartiene il pun to  (x , y).
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Osserviam o che dalla (11) e dalla rappresentazione di W® discende:

o =  j d a  =  J { (.r , v) dySldxx■ ■ -dxr +  (x , y )  dy,Hdy.Hdxh - ■ ■dx ,r+ i}

8 8

essendo gli indici t3 <  • • • <  tr+I determ inati dalla esclusione di m  da 1 , • • •, r  
(dato che su W® è dySi =  d x m). Avendo già provato  che y j r (x , y )  =  o in 
D X Y, l’u ltim a relazione sc ritta  si riduce a

/ d,:.*',, , ,  (*  > y )  dv*  dxh ■ ■ -dxtr+z O.
W<2)

Con considerazioni analoghe a quelle svolte per provare l’annullarsi di 
Y s i  perviene a d im ostrare che

■ Y2 .^ r+ J C ^ ^ )  =  °
in D x  Y.

Se m in (n , r  -(- i) =  2, la necessità della chiusura di a è già provata . 
Se invece m in (n , r  -f- 1) >  2, per ogni valore di fi. maggiore di due si 

procederà in modo analogo al caso [x =  1 e [x =  2, costruendo, in corrispon­
denza ad ogni valore di [x ed ad ogni coefficiente corrispondente a quel valore, 
una particolare varietà a tta  a m ostrare la necessità dell’annullarsi di 
quel coefficiente, no ta  che sia la necessità dell’annullarsi dei coefficienti di dv~ 
corrispondenti ad "ogni valore di pi m inore.

Così per d im ostrare che

( H ) TT1" ^  ( x , y )  =  o■ 'v +j

in D x Y ,  avendo d im ostrato  che sono nulli tu tti  i coefficienti di da del tipo
Y '  ‘v (x  , y)  con v <  ;jl, basterà  considerare la varietà
rUv + i " - ur + z

i r  =
ysi =  ys1 +  t<pe (x)
y ^  =  ysx +  x lx_ i — x!x_ j

x  e D b

 ̂ I 1 )  ■ * * »
T =  2 , • ■ [A

gli indici /T_x essendo d istin ti fra loro e da A +J , • • ■ , t r+J.
A nalogam ente a quanto  visto per [a =  2 si avrà

0 = Ì  da = j \ + X - - <r+r (X ’ y )  ^  ‘ ‘ ' d y Y  dXt^  ■ ■ -dX‘r+I
w(H') e e

e da questa, ripetendo le considerazioni svolte nel caso pt =  i , si perverrà 
alla (14).
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Provandosi col procedim ento descritto  che da (io ) discende l’annullarsi 
di tu tti i coefficienti di </oc, è d im ostra ta  la necessità della chiusura di a perché 
valga la (io), e quindi, per F 2, la necessità della in tegrab ilità  di oc. Il teorem a 
di caratterizzazione delle forme esterne corrispondenti alle funzioni (6) d ’inva­
rianza per il problem a di D irichlet è così conseguito.

2. Applichiam o il risu lta to  o tten u to  al caso in cui n =  r  — 3, cioè per 
il conseguim ento della più generale funzione di invarianza (di classe C1 rispetto  
alle x h e y.)  in E (1) (y°, D), essendo le y  (x) funzioni vettoriali a tre com­
ponenti definite nel dominio regolare D dello spazio cartesiano reale a tre 
dimensioni.

Consideriam o all’uopo una generica 2-form a in 6 variabili
1,6

P =  2  P* *2 (ui > • • • 1 uó) duh du Ì2
h <H

definita per (ux , u 2 , u 3) G D e (uA , us , u6) 6 Y coi coefficienti di classe 
C2 (D X Y), talché sia differenziabile ed il differenziale abbia i coefficienti di 
classe C1 (D X Y).

È allora:

■, ' f , ( ^ r  -  I r  +h < h < h X h ** /
Os) d $

h - 3

una generica 3-form a in 6 variabili omologa a zero di classe C1 (D X Y). 
Sostituiam o uh con xh se h <  3 e con y h_ % se A >  3; e fi/ /,- ( 0  <  0 )

con X/./. se /,• <  3, con X/» j J — l,
la (io ) si scrive:

(isO

se li 3 J j >  3 » e con 'A‘ H ' 3 se/,. > 3  ;

. / 9Xia
\ 3^3 ^  +  ^ ) dx' dx*dx* +

1,3 1,3

+  2 2«2 < «3 Ji
1,3 1,3

+  2  2
hs Si <

+  (— -

sx̂2 &3 WL
3xt 0" 3 f  ) dy‘l dxh* dxhz +«3 «2

9X?

dds2

3/2

3X*1 ̂  '
—  }4 y« dy** dxh  +

3X23 \
+  l r r j  dy * dy * dyì-

T enuto  confo della posizione
hi h% h% Sf-s.

23 oc (*>y) 2 , 3

che invérte  quella fa tta  in generale per passare dai coefficienti del polinomio 
espresso da (6) a quelli della form a (9), quando si faccia n =  r  =  3, e osser- 
vando che

\ . . .A  p 5ih ' - K l* =

Ad. ■■ - A , v

p y h  ■
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=  \ (— lf '  1 se 4= hz <  hz =t= hy

ì (—  i 1 se hz =j= h\ <  hz =(= hz

si scrive im m ediatam ente, a partire  da (isO» più generale funzione d ’inva­
rianza cercata:

3Xi2
dX3

g'X13 3X23 ,
teT ^  ~dxì +

1,3

2
1,3

(A, 4= ha <  =4= Ax)

*a-l
1,3 1,3

+  2  2  (— o-
h  S1 <  sa(A3 4= < ha 4= ̂ 3)

dys.

A - l  I[ 3 X ^  .
9 X { ‘| " 3

' 1
V 3 x h d X hhe.

3X S ' *  \ P s i K P s t

+  * *  )  ' P h >‘i P s 2h2

+ 3̂Xi2 
i, 9ys

p i i

p 21

p s i

p l 2 p lZ  

p 22 p 2Z

p 32 pZS

jPsiky +  

+

essendo le X funzioni definite in D X  Y ed ivi di classe C2 rispetto  alle; Xh e d y-.


