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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi Matematica. — La piu generale funzione d’invarianza per
critert sufficientt di minimo con condiziont di Dirichlet per integral
pluridimensionali del primo ordine dipendenti da wun vettore a pin
componenti . Nota di MicueLE DE Francuis, presentata ™ dal Socio
M. PiconE.

POSIZIONE DEL PROBLEMA. — Designino:
D un dominio regolare dello spazio cartesiano reale X ad » dimen-
sioni di cui si indicherd con x = (x:, %,,---, %,) il punto generico;
&D la frontiera di D;
Y lo spazio cartesiano reale ad » dimensioni, il cui punto generico si
indicherd con ¥ = (¥, ¥2s ) V)
P lo spazio cartesiano reale ad 7.7 dimensioni, di punto generico p, di
cui indicheremo con p,, la [(z — 1) » 4 /]—esima coordinata.
Assegnamo ad arbitrio un vettore »° (x) ad # componenti reali:

Vi (@), 52 (®) sy (2)

funzioni di x definite in D ed ivi continue con le derivate parziali prime ossia,
come brevemente diremo, la funzione (vettoriale) y°(x) di classe C! (D); sia
E® (9°, D) la totalitd delle funzioni vettoriali ¥ (x) ad 7 componenti reali:

Y (x>’y2<x>"":yn (x>

di classe C (D) e tali che su §D siano soddisfatte le
¥ (%) = 97 (%) I=1,2,...,7,

che diremo condizioni di Dirichlet, chiamando, secondo una locuzione usata
dal prof. Picone, 'insieme E® (3°, D) (come ogni totalita di funzioni di una
data classe soddisfacenti a condizioni di Dirichlet) insieme di Dirichlet ®.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 2I.

(*%) Nella seduta del 10 giugno 1964.

(1) Per la nomenclatura usata in questa parte cfr. M. PICONE, Criferi sufficienti in
generali problemi di Calcolo delle variazioni riguardanti integrali pluridimensionali @ ordine
qualsivoglia nel vettore minimante a pin componenti, « Atti Accademia Nazionale dei Linceli,
Memorie », ser. VIII, vol. VII (1963), pp. 3358, da p. 33 a 44.
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Indicheremo con 3y,/0x, la derivata parziale prima di y; (x) rispetto ad x, e
con y'(x) il vettore ad ».» componenti avente 3y,/ox, come [(? — 1)7» + £]-
esima componente.

Consideriamo in E® (3°, D) il funzionale

1 (5) = [f x5 @),y @) dr,
D

che intendiamo definito per ogni funzione f(x,y, p) continua in DX Y X P
insieme con le derivate parziali prime rispetto alle x,,y; e p,,, nonché con
le derivate parziali delle f,, rispetto alle x,,y; e 2, (¢,/j=1, -, n;
h,k=1,...,7); conveniamo di indicare con f, , fy,, f3,, s /3, ,fpz.hyj ,f;l.hpjk,
rispettivamente, le derivate teste citate e riserviamo il simbolo 9f[ox, ad
indicare la derivata della funzione (di x) f[x,y (%), (x)] rispetto ad x,.

Ci proponiamo di indicare una caratterizzazione delle funzioni v (x, v, p)
fra le f introdotte nel funzionale I, (y) tali che sia costante in E®(y°, D) il
funzionale

O L) = [0,y @5 @]ds,

D

cio¢ di quelle funzioni che il prof. Picone ha considerato relativamente anche
ai pilt generali problemi di Calcolo delle variazioni da lui trattati, in suoi
recenti lavori, attribuendo loro la denominazione di funzioni di invarianza
negli stessi lavori sono, altresi, indicate molteplici possibili utilizzazioni delle
dette funzioni, oltre che per il conseguimento di efficaci criteri sufficienti di
minimo, per la risoluzione di problemi connessi ad alcuni tipi di equazioni
funzionali, trale quali di particolare rilievo-quelle che interessano i problemi
della Fisica matematica, quali il problema dell’elasticita.

Secondo la nomenclatura usata dal prof. Picone, il classico problema di
minimo associato al funzionale I,(y) in E® (4°, D) ¢ il problema di Dirich-
let relativo ad un integrale pluridimensionale del primo ordine nel vettore
minimante a pilt componenti.

Restringendo la classe di variabilitda di y (x) allinsieme di Dirichlet
E® (7, D) delle funzioni y (x) di classe C*(D) coincidenti su §D con la traccia
della funzione 7 (x) € C? (D), vale la caratterizzazione delle funzioni d’inva-
rianza per il problema da noi trattato data, come caso particolare di un cri-
terio pill generale, dal prof. Picone, per cui condizione sufficiente, oltre che

(2) Cfr. M. PICONE, a) Criteri sufficienti per il minimo assoluto di un integrale pluri-
dimensionale del primo ordine nel vettore minimante, « Atti della Accademia Naz. dei Lincei,
Memorie », ser. VIII, vol. VI (1962), pp. 281-337.

b) Criteri sufficienti per il minimo assoluto di un integrale pluridimensionale, del primo
ordine nel wvettore minimante in parte o completamente libero alla frontiera del dominio
d’integrazione, « Atti della Accademia Naz. dei Lincei, Memorie », ser. VIII, vol. VI (1962)
Pp- 341-374.

c) loc cit. (%).
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necessaria, perché una funzione f (x,y, p) soddisfacente alle condizioni di
regolarita introdotte nel definire il funzionale I, (y) sia funzione d’invarianza
ih E® (7, D), ¢ che sia identicamente soddisfatto in D, qualunque sia la
funzione y (x) in E® (7, D), il sistema di Eulero-Lagrange che, introducendo
la convenzione, che manterremo in seguito, di sottintendere una sommazione
su ogni indice ripetuto due volte in uno stesso monomio, si scrive:

1, 2
(2) S 2,y (@), 7' (@] — 5 fpm[x,y(x) ¥ (x)]—omh I’ ’7
=1, .-, 7.
E immediato constatare che perché il sistema (2) sia soddisfatto in D

da ogni ¥ (x) in E® (§,D) deve aversi identicamente in DX Y XP:

ff’z‘h?jk (x,5,0) +fﬁ,'kﬁ,ﬁ (x,y,p)=o0.

Questa condizione che, dunque, & necessaria affinché una funzione sia di
invarianza in E® (7, D) & pure necessaria affinché una funzione sia di inva-
rianza in E® (4°, D), come subito si constata se si osserva che una funzione
d’invarianza in E® (y°, D) [v5°] & anche d’invarianza in E® (7, D).

Grazie a decisivi suggerimenti del prof. Fichera, tenendo conto della
forma che deve avere la funzione v (x,y, p) in DXY XP affinché sia fun-
zione d’invarianza in E® (3° D), in relazione alle condizioni necessarie:

(3) Uputin (X0 Y3 B) + Usyp,, (X,5, ) =0 2,;_11’ ot

=1, e, 7
(identicamente in DX Y X P), ho espresso il funzionale I, (y) come linte-
grale di una forma esterna, pervenendo ad una nuova caratterizzazione delle
funzioni d’invarianza in E® (3°, D), che mi pare utile in quanto consente di
scrivere esplicitamente la pitl generale funzione d’invarianza per » ed » qual-
sivogliano ®. Ho ritenuto opportuno applicare la trovata caratterizzazione
per scrivere la pili generale funzione d’invarianza per z=r»= 3 in E®(3°, D)

(3) Cfr. M. PICONE, loc. cit. (*) teor. IX, p. 45. Si noti che sulle funzioni y (x) non &
posta dal prof. Picone I’ipotesi che siano di classe due; & invece supposto:che siano di
classe uno e che ogni funzione y (x) dell’insieme di Dirichlet che si considera sia regolare
rispetto alla funzione f (x, ¥ , p), cioé che esistano e siano continue in D tutte le derivate

——f[x,¥ (x),y ()]. Il criterio in questione & perd applicato al conseguimento della fun-

zione di invarianza nelle condizioni da me, per semplicita di esposizione, pili sopra considerate.

(4) Il risultato cui pervengo coincide, salve le condizioni di regolarita legate ai-procedi-
menti, con quelli ottenuti dal prof. Picone, il quale aveva gia trovato la piu generale funzione
d’invarianza per z ed » tali che (7 — 1) (> — 1) < 1 (per un quadro dei risultati cfr. M. PI-
CONE, loc. cit. ( ) pp. 46—48). Si noti che per » = » = 2 l'insieme di Dirichlet considerato dal
prof. Picone & quello E® (7, D). Il pervenire agli stessi risultati fa subito pensare che I’in-
dice £ (> 1) della classe E® (#, D) non influenzi la generalita della funzione d’invarianza.
Tale osservazione pud essere confermata, oltre che con considerazioni di natura diversa,
constatando che le caratterizzazioni cui si perviene non sono modificate dall’aumentare I'in.
dice % della classe E® (#,D).
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per l'interesse che il suo possesso pud avere nella risoluzione dei problemi della
Fisica matematica affrontati dal prof. Picone col metodo delle funzioni d’in-
varianza e, in particolare, per la limitazione delle frequenze delle vibrazioni
proprie di un corpo elastico isotropo e omogeneo a contorno fisso, problemi
dei quali & mio intendimento di occuparmi prossimamente.

1. Le funzioni v (x,y, p) d’invarianza in D per l'insieme E® (y°, D),
soddisfacenti alle condizioni di regolarith che abbiamo fissato per 7 (x, v, p)
nel definire il funzionale Is(y), vanno ricercate, in base alle richiamate condi-
zioni necessarie (3), fra le funzioni che soddisfano identicamente in DX Y X P
al sistema

ZS/ Z.’j::[,...,n

(3/) Z/ﬁihﬁjécx)y’p)+‘Uéi,éﬁj};<x’y’p)20 ﬁgk kﬂézl’...’r’

potendosi prescindere dal considerare i casi ¢ >j e 4> £ senza che si tralasci
alcuna equazione del sistema (3) data l'invertibilita, nelle nostre ipotesi, del-
Pordine delle derivazioni che operano sulla v in (3).

Prendiamo prima in considerazione quelle equazioni del sistema (3") che
corrispondono ai casi in cui una almeno delle due coppie 7,7 e %, £ sia di
indici uguali.

Esse indicano che v (x,y, p) deve essere un polinomio nelle p,, tale
che in uno stesso monomio non compaiono due indeterminate con uguali i
primi o i secondi indici e quindi, in particolare, un polinomio di grado al piu
v = min (7, #) nel complesso delle p,,; i coefficienti, perché si stia nell’ambito
delle funzioni v che ci interessa di considerare, sono funzioni di (x,y)
continue con le derivate parziali prime rispetto alle x, ed y,. Talché deve
essere intanto

v

(4) v,y =X, 2 XA @ D pan pe, ©
0 /, l” w

9L <y b
I,n

intendendo con 2 di sommare a tutte le possibili combinazioni di classe p.
1< <5,
w

I,r
degli indici 1,-.-,7 nell’ordine crescente e conlzl di sommare a tutte le
iy
possibili disposizioni semplici di classe w di 1,---,7.

Per trovare 'espressione della funzione v (x, v, p) che soddisfi a tutte
le equazioni del sistema (3") bastera sostituire, nelle equazioni del sistema
corrispandenti ad 7 <{j e 2 << %, alla v la sua espressione (4) per dedurne le
condizioni cui il polinomio (4) deve ulteriormente soddisfare. Cosi facendo,
si ottiene al primo membro di ciascuna equazione del sistema (3") un poli-
nomio in cui non compaiono i coefficienti dei termini di (4) di grado minore di
due nel complesso delle p,,, e il cui annullarsi identico in DX Y X P equi-

(5) Pur conservando in generale la convenzione sommatoria introdotta usero il segno
% quando convenga precisare la variabilitd degli indici.
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vale, in forza del principio d’identitd dei polinomi, al verificarsi in DX Y
delle identita:

Speees

R, Sy,
All‘..l ~~»l1.-.l (x ’y) + All"'lj"'l 4 (x ’y> =0 (p' 2 2)'

a B w f [+ w

Queste condizioni — che si interpretano come condizioni di antisimmetria
dei coefficienti dei termini di grado maggiore o uguale a due rispetto agli indici
in basso - consen"tc‘)no di esprimere tutti i coefficienti di (4) in funzione di

quelli A a, (x y) con fy <<ty (s:<---<s,) secondo le relazioni

(5)

Sl'

G, »=08" “A RCIRY)
1 w

indicando 82;: il simbolo di Kronecker, cio¢ il numero o se /- - -/, con-
tiene qualche indice diverso da quelli contenuti in /;---/%, e altrimenti il
numero I o — I secondo che /;- ../, sia una permutazione di classe pari o
di classe dispari di /- -4,.

Osservato che se v ¢ del tipo (4), nell’ipotesi che i coefficienti soddisfino
alle (5), sono verificate le (3), concludiamo che le condizioni (3), necessarie
“affinché la v sia una funzione di invarianza, equivalgono ad imporre a v di
essere del tipo

v I,n I,7 s Loy
©  v@y.H=2, 2, 2 A RIS LS IR )
u(}‘1< </l)

con i coefficienti A ”(x y) funzioni di classe C! (D XY).

Siamo dunque rlcondottl a ricercare le funzioni d’invarianza fra le »
esprimibili mediante la (6); in altri termini, si tratterd di ricercare le condi-
zioni da imporre ai coefficienti del polinomio (6) affinché il funzionale

I,7 sieesy, bl é‘y:] Sy:u
) Iu(y)‘—‘ 2 2 h> Ahl"‘-hu [x,y(x)] 8}11”.]1” = ...al_dx,...dx,
§n<e <y ll...lM A w
Y <<y
sia costante in E® (y°, D)
ays, Sy"'p, 3 ;
Osserviamo che 8 1; 5%, 35 hon & altro che lo. sviluppo del de-
4 ®
terminante jacobiano di y, () ,---, ¥s, (x) rispetto ad - - -, xn,, deter-
. s N 3 (}/ by Ysy) .
minante che indicheremo con — 7% . inoltre, se 4, 4:-- -4, & la per-
: ) a(x;‘l,...,x}lu)
mutazione dei numeri, disposti in ordine crescente, che restano da 1,---,7
ove si tolgano 4;---/, (talché /;---/y Ayyr- -4, & una permutazione di
1,---,7 individuata dal fissare 4;---4,), si ha
Pl ()/:l’. . .’_ysp') . 3(}/5l e "y’u’x}‘uﬂ" . "x}’r) _ ”1""‘7?(5';," . "J’fu’x/luw" . "xl‘r) .
a(x}ll’“"x}ll‘-) a(x}ll’...’xl’}b’x}‘}b+1"..’x;‘r) TIeer a(xr"”’xp.’xu+1'"”’x’)
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Si conclude che la (7) pud scriversi:

IfJ (J/) _/E . 2 A ;, [x ) 'y<x)] ‘:’7’ :

< <: < <;‘

O(Wgys s Vs Thyyrs " ¥h)

Posto

sieeesy ek,
Uy, @0 9) =8 AL (x »)
si ha, quindi:

I,r

® Lo (3) = / ) DI R GO

P’ <:u Py 1< <ty

3(}/_‘_1’...,y:u,x;lu_'_ll’...,x;,r)

dxr - - dx,.

Ora, essendo D un dominio regolare, per ogni y (x) € E® (y° D) la varieta
V di equazioni
T = %

Vi =y: (%)

¢ una varietd regolare aperta ad » dimensioni di dominio base D ©; onde
Iintegrale (8) & I'integrale esteso alla varieta V della forma esterna di grado 7
(o r—forma) nelle 7 4 » variabili y; e x,

v I,n I,7
Speees
(9) = ;p, s;<;<fu. hp.+1<2~-<lz O('hll'+1'l""'}‘r <x ,J’) dy" o 'd'ysu dx]tl’«"'f o 'dx}z’ '
v

Ricordiamo che i coefficienti della forma « sono di classe Cl DxY).
Siamo cosi pervenuti ad esprimere il funzionale I, (¥) dato da (7), cioé
quando v soddisfi al sistema (3), come I'integrale su V della forma esterna 9):

Y In I,7
I () = / % M (X, 9) Ay dys dun - - -dry .
’ <y) \‘7/ ;p‘ s1<z<4‘u /tu+1<2~n<lxr 1‘"‘""‘1"'1’}*( ,J’) eg J/:"_ w+r 7

Il problema della caratterizzazione delle funzioni di invarianza per il
problema di Dirichlet & cosi ricondotto a quello della caratterizzazione delle
forme esterne del tipo (9) tali che I'integrale esteso ad ogni varieta regolare
aperta V di dominio base D dipenda solo dal bordo della varieta.

(6) La nomenclatura ed i concetti relativi alle varietd, alle proprieta topologiche degli
insiemi, ed alle forme differenziali esterne qui usati sono sinteticamente introdotti nei §§ 1,
II, IIT e IV del lavoro di G. FICHERA, Sull’integrazione in grande delle Sforme differenziali
externa di qualsivoglia grado, « Universidad Nacional de Tucuman, Revista », serie A, vol. 6
(1947)' pp. 51-70.

Qui e nel seguito le varieta che si considerano si intendono orientate. Come orlentazmne
positiva di V intendiamo quella indotta dalla rappresentazione cartesiana, che & la sola che
si considera, della varietd stessa; il bordo di V resta orientato in conseguenza.
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Tale catterizzazione ¢ resa agevole dalla applicabilitid nel nostro caso dei
due teoremi seguenti, contenuti in un lavoro sull'integrabilitd in grande delle
forme esterne del prof. Fichera ©:

F.) se un dominio di uno spazio ad » dimensioni & z-normale esso
ha semplice la connessione (72 — 7z)—dimensionale;

F,) se un dominio ha semplice la connessione »—dimensionale, condi-
zione necessaria e sufficiente perché una r—forma di classe C! ivi definita vi
sia integrabile, cio¢ omologa a zero, & che sia chiusa.

Per F.), poiché il dominio DXY contiene ogni dominio z—normale
rispetto ad y,,---, 5, e tale che x,,-- -, x, descriva D, si puo affermare che
DXY ha semplice la connessione 7-dimensionale. Possiamo allora dimo-
strare, servendoci di F),), il

TEOREMA. — Condizione necessavia ¢ sufficiente affinché

IE

v

dipenda, per ogni varieta regolave aperta V avente dominio base D, solodal
bordo di V, é che & sia integrabile in D XY.

La sufficienza della condizione & subito vista. Infatti, supposto « = 48,
 essendo una (r — 1)—forma di classe C? (DX Y) nelle # + » variabili y,
ex,((=1,--,m;k=1,---,7), risulta, indicando con dV il bordo di V,
per la formula di Stockes:

oo

v dv

cid che mostra che I'integrale considerato non varia al variare di V, fissato il
bordo.

Tenuto conto della circostanza che D XY ha semplice la connessione
r—dimensionale e che la forma « & di classe C1 (DX Y), sard acquisita la ne-
cessita della condizione, in virth di F,), se dimostreremo la necessitd della
chiusura di «.

Nell'ipotesi che

(10) /oc = costante

v

per ogni V di dominio base D e di bordo arbitrariamente fissato, se V e V'~
sono due varietd di dominio base D aventi lo stesso bordo tali che V—V’

costituisca il bordo di una varieta W ad » -+ 1 dimensioni immersa in D XY,

si ha per la formula di Stockes:

(11) W/dmzvjq—v[a=o.

(7) Cfr. G. FICHERA, loc. cit. (5) teor. IV p. 57 e corollario p. 69.
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Consideriamo la forma Ju. Essa, essendo una (» + 1)-forma nelle # 4 »
variabili ¥, e x,, & del tipo:

min (n,741) I,n I,7

Speee s

do= % X X v, @y dysda,, - da,,
I ;l<...<s“‘ ’u+1<"'<tr+1 p+z r+I

Cominciamo col provare che, nell’ipotesi (10), sono necessariamente nulli

in ogni punto di D XY i coefficienti dei termini di da corrispondenti a p = 1,

cioé le funzioni
e, (&, ).

Fissato un punto (¥, ) interno a DXY, se 4 & la distanza che ¥ ha
da §D, detto ¢ un numero positivo arbitrario, purché minore o uguale a 4,
indichi D, la sfera dello spazio X di centro X e raggio ¢; risulta D,CD.
Definiamo su D la funzione di classe C! (D):

S { 2 (2, —%)* — 82J2 per x €D,

e (x) =
? o per x€D —D,
e consideriamo per ogni fissato s; in 1,-.-, 7% le varieta
X, = x, X, = 7,
Vg)Es =9 \97(1)5 Y, =¥ veD
_l ' : i=5
You = Fo + e (%) ? Voo =T P (%)

di dominio base D e aventi lo stesso bordo. V¥ —\79) costituisce il bordo
della varietd ad » + 1 dimensioni immersa in DX Y:
g x, = x, ==
. ~ ‘
W(E)E’J’izyi x €D,
Vo= Fs + 10e (x) —r1<r<1
cui appartiene il punto (%, 7).

E immediato constatare che

do= 3., (0\9) v,

onde, applicando la (11):

(12) fY;l~~~r (x,) dysdx;- - -dx, = 0.
wh)

Tenuto conto che
mis W = J ay.,dx;- - -dx,

w®
g
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si deduce:

. - L
’m /Y;xr(x,y)dyﬁdx‘,dx,,—yﬁxr(x,y) <<

Wb
€

1 ’ :
— v @) — (7, D) | dydas- - -dx,.
< ming“/ v LG,y — (%, ) |dy

1)
we

Ora, fissato 6 > 0 ad arbitrio, & possibile determinare p > 0 in guisa tale

che per e < p risulti max |v# (x,y)—7Y%  (X,7)|<0;si conclude che
@newd

. I —
lim oy [ 12, () dyada - dn, =2 ()

wih)
e quindi, per la (12):
(13) v.,& P =o
per ogni s; in 1,---, 7.

Poiché il ragionamento fatto & valido per ogni (X, 7) interno a DXY e le
funzioni ¥} (¥, y) sono continue, & acquisita la necessita dell’annullarsi dei
coefficienti v (x,y) della forma du in ogni punto di D X Y.

Si pud provare ora che sono necessariamente nulli i coefficienti in corri-
spondenza a p = 2, cioé del tipo

Yoty ().

EAR S

Con le notazioni introdotte nel caso precedenté, consideriamo, per ogni
possibile scelta di s,,s, ed m, le varietd

i
,

[ %= X Xy = X
V<2)‘= Y=Y O _ Y:i=J; x€D
: Voo = Ts, + e <x> ° Vo= Fe— 0¢ (x) 2.=l=31152'
y32=732+xm“fm y«fs=y_52+xm_§m

Esse hanno lo stesso bordo e V(f) ———\7'(52) ¢ il bordo della varietd ad » + 1

dimensioni immersa in DXY

Xp = X

Y =Ji

Voo =TFo+ toc (x)
Vo=JatT Xp—Xp

x €D,
Wo — —1<t<1

1=F 5, 5

cui appartiene il punto (%, 7).
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Osserviamo che dalla (11) e dalla rappresentazione di W? discende:
o= [dn= [(ti o9 drdier e, 4, (o 3) dyndyndn )
W(2) W(2)

essendo gli indici ¢, <. - - << ¢, determinati dalla esclusione di 7 da 1 RN
(dato che su WP ¢& dys,= dx,,). Avendo gia provato che Yy ,(x,y)=o0in
D XY, l'ultima relazione scritta si riduce a

[Ysl S2 (x y _’y) d’y:l dy-fn a’xfs- . -a’x,«r_“ = 0.

ty-nty +r
o
W
€

Con considerazioni analoghe a quelle svolte per provare I'annullarsi di
per p
Yy ., (x,), si perviene a dimostrare che

Yoty () =0

in DXY.

Se min (z,7 4 1) = 2, la necessita della chiusura di o & gia provata.

Se invece min (z ,7 4 1) > 2, per ogni valore di @ maggiore di due si
procedera in modo analogo al caso . = 1 e w = 2, costruendo, in corrispon-
denza ad ogni valore di i ed ad ogni coefficiente corrispondente a quel valore,
una particolare varieth W atta a mostrare la necessity dell’annullarsi di
quel coefficiente, nota che sia la necessita dell’annullarsi dei coefficienti di do
corrispondenti ad ogni valore di p minore.

Cosi per dimostrare che
(14) TR @,y =o

+I

by ty

in DXY, avendo dimostrato che sono nulli tutti i coefficienti di o del tipo

bz (x,) con v <u, basterd considerare la varieti

(#ypr ¥y

“ xk:éfk x €D,
(M='< yi:yi .
W' = ys1=_j_/:1—|—t(ps(x) Z:f=x1,.3‘2, ) S
5’;’?:7‘1:“""11_1—71,_, T=2,0, 0

gli indici Z; _, essendo distinti fra loro e da futry oy lyyr.
Analogamente a quanto visto per p = 2 si avra

Sy
s

o= /a’oc = Y;:w (x,9) dy,,- - -a’y,eu dx,wr- s,

o (
Wel") Wel-'-)

e da questa, ripetendo le considerazioni svolte nel caso u = 1, si perverra
alla (14).
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Provandosi col procedimento descritto che da (10) discende I’annullarsi
di tutti i coefficienti di e, & dimostrata la necessita della chiusura di « perché
valga la (10), e quindi, per F,, la necessita della integrabilith di «. Il teorema
di caratterizzazione delle forme esterne corrispondenti alle funzioni (6) d’inva-
rianza per il problema di Dirichlet & cosi conseguito.

2. Applichiamo il risultato ottenuto al caso in cui 7# =7 = 3, cioé per
il conseguimento della pili generale funzione di invarianza (di classe C! rispetto
alle x, e y,) in E® (9°, D), essendo le y (x) funzioni vettoriali a tre com-
ponenti definite nel dominio regolare D dello spazio cartesiano reale a tre
dimensioni.
Consideriamo all’'uopo una generica 2—forma in 6 variabili
L6

B= 2 Buite,- -, us) duus, du;,
PRI
definita per (u,,u,,u;) €D e (u,,us,us)€Y coi coefficienti di classe
C?(DXY), talché sia differenziabile ed il differenziale abbia i coefficienti di
classe C! (DX Y).
E allora:
By, 1,
(15) ap = duy

— kg

L6 aBII Iy 3[51! I
auls 8u12

)duz, du, du,

L<li<ly

una generica 3—forma in 6 variabili omologa a zero di classe C! (DX Y).
Sostituiamo #, con x, se 42 <3 e con Yy_3 8¢ A>3; e Br2. (4; < 1))

con 7";9 se /; <3, con )\2_3 se /;<3,/;,>3,e con Vi 34—3 sel;>3;

la (10) si scrive:

’ ST Mis Ies
(15" oc-—(ax?, — -+ axl)dx,dx,dx3—|—
1,3 1,3 s, s
s 3/, Nt N
Ay 2 4y
+ ( h ko )d s, ds, +
hy<hg s Y 51 axﬁs ax/ts P @b E
1,3 1,3 K s 51 8
) s Y g 12
+ ( S )d dye iy +
‘ % 1< 5 Y Sz % $1 ax]’s Vo @y @l

oAl2 oAl oAz
+(9J's e +7y~1—)dy’dy2dy3'
Tenuto conto della posizione
Speees, hyihghy  spe e,
Ah‘...bs<x’y)=8123 a‘lzu_!_llf..;,ﬁ(x’y) R=2,3

che inverte quella fatta in genefale per passare dai coefficienti del polinomio
espresso da (6) a quelli della forma (9), quando si faccia # = » = 3, e osser-
vando che

Leood
w
Shl...hup‘lll' : 'psu_lu_ =

p’l’l cr Py Il"

Doyt Doy,
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Sk,h,hs_ﬂ (—ot? se m==h<<hi==i
e F(—pyet se =l < ha=Fhs

si scrive immediatamente, a partire da (15'), la pili generale funzione d’inva-
rianza cercata:
1,3 1,3 n

LIST 13 a3 -1 Dy By 97‘212 97\2;
- + -+ E 2 (_ I) ' 9}’51 - ax]ta + Qxhg Ps: by -+

ox3 dx2 1 " -
(g == hy < by = hy)

L3 L3 1 ( o ag A\ | pon Pa
+ % :,% =D A + ez ) Dsyiy Dsyig
Uy Iy < g =+ g
P pi2 pis
+(%'—%§:—;+%§) P21 pre pos
P31 P32 ps3

essendo le A funzioni definite in DX Y ed ivi di classe C? rispetto alle xx ed y;.



