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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, m atem atiche e naturali

Feme 1964 Settembre—Ottobre

N O T E  D I  S O C I
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione)

Algebra. — Sull’hessiano di taluni polinomi (determinanti, pfaf- 
fiam , discriminanti, risultanti, hessiani). Nota I (,) del Socio B enia
mino S egre.

Investigations on a number of remarkable Polynomials (those specified in the title), 
each of which divides its own Hessian: cf. the Summary below.

Sono lieto di dedicare la presente Nota I ed una successiva Nota II (con 
lo stesso titolo) al collega ed amico carissimo A l e s s a n d  r o T e r r a c i n i ,  
in occasione dèi suo 750 compleanno. Ciò in segno di ammirazione ed affetto, 
ed anche a ricordo di quel lontano 1925-26 quando io fui assistente alla cat
tedra da lui ricoperta presso l’Università di Torino.

I. -  Sommario.

1. Il contenuto di questo lavoro, già abbastanza chiaro dal titolo, appa
rirà manifesto dalla raccolta che qui daremo dei principali risultati in esso 
conseguiti.

Teorema I. -  Detto A il d e t e r m i n a n t e  generale d’ordine n > 2 
ad elementi variabili, 1 hessiano di A rispetto a tali variabili vale esattamente

H a =  (—  1 _  j) A *”- 2».

(*) Pervenuta all’Accademia il 3 ottobre 1964.

8. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, fase. 3-4
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TEOREMA II. -  D etto  A  il d e t e r m i n a n t e  s i m m e t r i c o  ge
nerale d ’ordine n >  2 ad elem enti variabili, l ’hessiano di A  rispetto  a tali 
variabili vale esa ttam en te

__  ̂ \ f n~ l^n~ 2)/2 2 n̂n~ ( n  - 1 ) A (n+l^n~~2)/2

T eorema II I .  -  D etto  A  il d e t e r m i n a n t e  e m i s i m m e t r i c o  
generale d ’ordine 2 w > 2  ad elem enti variabili, l’hessiano di A  rispetto  a tali 
variabili vale esa ttam en te

H a =  (—  I ) " - 1 22m!- w (2 t n —  0  A ('k- 1,(2”’- 1).

T eorema IV. -  Il p f a f f i  a n o  P generale di grado m  >  1 ha per 
hessiano:

H P =  (— i)"—1 (m —  1) p(— .

T eorema V. -  Il d i s c r  i m  i n a n t e D di una form a a coefficienti 
indeterm inati di grado k  in r  +  1 variabili, nell’ipotesi che sia k~>2  , r  >  1, 
senza che però si abbia k =  2 , r — 1, en tra  a fattore in tu tti  i m inori d ’ordine 
r  +  3 della m atrice hessiana di D rispetto  ai suddetti coefficienti (ma non 
in tu tti i m inori d ’ordine r  +  2). Conseguentem ente, il determ inan te  Hd di 
tale m atrice risu lta  divisibile per una potenza di D, di esponente (positivo) 
a l m  e n o uguale a

lk + r \

T eorem a V I. -  Riferiamoci a k ( >  1) serie di variabili, la ima delle 
quali consti di r. +  1 ( >  2) variabili indipendenti (i =  1 , 2 , • • •, yé). Posto 
per abbreviare

? = r i + r 2 -{------- \-rki

si considerino p -f- 1 polinomi f j  in esse ( j  =  o , 1 , • • •, p), a coefficienti 
indeterm inati, tali che f j  sia omogeneo di grado nji ( >  1 ) nella fma serie di 
1 variabili. R esta allora definito (a meno di un fa tto re num erico) il r i  s u l  t a r i  t e  
R delle f  rispetto  alle suddette  k serie di variabili, quale form a irriducibile 
nei coefficienti delle /  a n n u lla te s i  se, e soltanto se, le equazioni f j  =  o sono 
com patibili per valori non tu t t i  nulli di ciascuna serie di variabili. Ebbene, 
rhessiano  H r  di R risu lta  divisibile per una potenza di R, di esponente 
( >  o) a l m e n o  uguale a

0 ki nj —0 i= 1

nji +  r t\
—  2 P—  2;

num ero questo ch’è sem pre positivo, tranne nel caso (k =  njt  =  == 1) in
cui I9 f  siano due forme lineari binarie,

^TEOREMA V II. -  Si denoti con /  una generica f o r m a  c u b i c a  in 
r  -f- 1 ( >  3) variabili e c o n i  la re la tiva forma hessiana. L ’hessiana di h risu lta  
allora una com binazione lineare delle f  ì h, a coefficienti forme di gradi oppor
tun i nelle suddette  variabili.
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2. Le dim ostrazioni dei se tte  teorem i testé  enunciati fanno in tervenire 
in modo accessorio altre  proprie tà , come quelle date  dai lemmi stab iliti nei 
nn. 9, 14 e 16; di più, a tali teorem i vengon qui collegati num erosi risul
ta ti addizionali, quali ad es. i corollari dei nn. 4 e 15. Ino ltre  il teor. V I 
in troduce una nuova am pia nozione di r i s u l t a n t e ,  per cui veggasi 
il n. 13, che si riduce a quella ben no ta  re la tiva ad r  ( >  2) forme in r  v aria
bili nel caso particolare ove si assum a k  =  1.

V a poi rileva ta  la congettu ra form ulata  nel n. 12 (e resa plausibile da 
talune proposizioni là enunciate), secondo la quale l ’esponente di cui alla 
fine del teor. V  avrebbe sem pre il valore ivi specificato, e non un valore m ag
giore, con una sola eccezione re la tiva  a k  =  3 , r  = 1 .  U n ’analoga congettura 
(poggiante suH’esame di alcuni in teressanti casi particolari) vien qui emessa 
nel n. 15, in relazione all’esponente di cui al teor. V I.

Il teor. V II dà una generalizzazione agli spazi superiori di nozioni clas
siche re la tive ai fasci sizigetici di cubiche piane, g iusta  l ’accenno del n. 17, 
e suggerirebbe ulteriori approfondim enti. Si constata  però facilm ente ch’esso 
non può venire esteso a forme di grado superiore al terzo.

Notiam o infine che la p a rte  geom etrica del teor. II discende anche dal 
teor. V  per k =  2, com ’è indicato al principio del n. 12, e trovasi già in un 
mio vecchio lavoro (1). Poggiando su questo, si potrebbero o ttenere per il 
contenuto geom etrico dei teorem i I—IV  dim ostrazioni di tipo diverso da 
quelle -  d ’altronde semplicissime -  qui date  nei nn. 4, 6, 8, io  (cfr. il prim o 
capoverso del n. 15). In  un  mio lavoro che uscirà negli «Annali di M ate
m atica», stabilirò  poi fra l’altro  -  per i determ inanti herm itiani (generaliz
zati) -  un risu ltato  del tu tto  analogo a quelli espressi dai teorem i I - I I I .

II. -  H essiano di un determinante generale.

3. Riferiamoci ad un d e t e r m i n a n t e  A  =  det  \\ aij | | z , / = i , 2 , . . d i  
un  qualsiasi ordine n >  2, i cui elem enti considereremo in un ordine com un
que fissato: per esempio

( 0  tfn , <322 , • • • , annì

seguiti dalle n ty  —  i)/2  coppie

1 . ty i (? j  j 2 j J  == I 1 2 , • • • , /z) ,

prese in ordine arb itrario . A  risu lta  allora una form a d i  g r a d o  n in questi 
n2 elem enti; ed è subito  visto che:

(1) Detta 'parte geometrica, nel caso particolare n — 3, relativo quindi alla varietà 
delle corde della superfìcie di Veronese, è stata liidipendentemente riottenuta dal ITerracini 
in una recente ricerca ancora inedita. Ed è precisamente la notizia di tale ricerca che mi 
stimolò a redigere le presenti due Note.
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(2)
52 A

T - )
i ( 0*+ +J+J AH'jj/ s e / < / , / < / ,  oppure i > i ' yj  > / ,

Aii’j j ’ s e K i j > ; ,  oppure 2 >  2 ,jr < 7  ,

0 se 2 =  2' e/o j  —/ ,

dove Aijijj' (con « =j= ? vale sempre 1 se n =  2, mentre invece, se
n >  2 , A,-,v,j>v uguaglia il minore d’ordine « — 2 che si ottiene da A soppri
mendo le righe di posti 2 , i' e le colonne di posti /  , / .

L’hessiano di A rispetto alle a\
32 A

(3) Ha =  det da., da;,.,

è una forma d i g r a d o  n \ n  — 2) nelle stesse a, che passiamo a valutare 
nell’ipotesi che a queste si attribuiscano i valori

(4 )
i se i = j  
o se i=\=j ,

in corrispondenza ai quali risulta ovviamente

(S) A * = I .

Avuto riguardo alle (2), si vede intanto agevolmente che tutti gli ele
menti della matrice a secondo membro nella (3) sono allora nulli tranne al 
piu quelli del d e t e r m i n a n t e  formato dalle prime n righe e dalle prime 
n colonne, nonché quelli dei m i n o r i  p r i n c i p a l i  del 2° ordine 
determinati dalle n(n — 1)/2 coppie di righe e colonne (fra loro adiacenti) 
a quelle successive. Poiché il suddetto determinante d’ordine n riducesi pre
cisamente a

(6)

0 I • • • I

I 0 • ■ • I

I I • ■ • 0

= (—  i)” 1 (?2—  i) ,

e ciascuno degli ulteriori minori principali considerati vale

così in definitiva risulta

o 
- 1

Ha* =  (—  O* 1 ( n —  ! ) • ( — 1) *(*-—1)/2
=  ( - 0

(„_l)(„_2)/2
( » — !)■

4. Diamo ora alle a dei valori numerici à a r b i t r a r i ,  soggetti alla 
sola condizione che -  in corrispondenza a questi — si abbia

(7) A =4= o,

talché la matrice |J%|| ammetterà l’inversa, |\dij\~1. La relazione fra matrici 

( ^ )  i l  &ij I  *  I  I  = =  I l  < 2 , y  j |
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definisce m anifestam ente una s o s t i t u z i o n e  l i n e a r e  i n v e r t i 
b i l e  fra le a e le d .  In  base alla classica p roprie tà  di c o v a r i a n z a  
dell’hessiano, ne discende che H A' differisce da H A per un fa tto re  num erico 
n o n  n u l l o  (uguale ad una certa  potenza del determ inan te della sud
d e tta  sostituzione lineare). D ’a ltra  p a rte  -  in forza della (8) -  se alle a 'si 
attribuiscono i valori à le d  vengono ad assum ere i valori a*, in corrispon
denza ai quali (n. 4) l ’hessiano di A ' non si annulla. Ne discende che la (7) 
viene sem pre ad im plicare la

(9) II, i=o.

In  a ltri term ini, i s o l i  valori delle a per cui H A possa annullarsi sono quelli 
che annullano A.

Poiché A  è no toriam ente una form a a s s o l u t a m e n t e  i r r i d u 
c i b i l e  nelle a , ciò im plica che debba sussistere u n ’id en tità  della forma:

(10) H a =  cAk,

dove k  denota un opportuno  in tero  e c non dipende dalle a. Il raffronto dei 
gradi nelle a dei due m em bri della (io ) porge allora k =  n(n —  2); si o ttiene 
poi subito  c =  (— i)(» !)(« 2)/2 (^ —_ j)^ specializzando nella (io ) le a nelle 
a* e ram m entando il n. 3.

R isu lta  così stabilito  il teor. I (enunciato nel n. 1). D a esso dedurrem o 
quale c o r o l l a r i o  la seguente proposizione.

Con riferimento ad un qualsiasi determinante A  — det || aij |A/=lj2,. 
d'ordine n  > 2 ,  si consideri i l  determinante B d'ordine n2 avente

— &ij ai'j'l(n 1) aij» a^j

quale elemento situato nell'orizzontale di posto i , j  e nella verticale d i posto 
C ( i  , j  , i ' , f  =  1 , 2 , • • - , n). Sussiste allora l'identità:

B =  (  A 2n ^ n _  ^  ^

A ttéso  il ca ra tte re  algebrico di questa, basterà d im ostrarla nell’ipotesi 
che sia A=)=o (sicché, per quanto  sopra, sarà altresì H A=4=o). Osserviam o 
all’uopo che il p r o d o t t o  della riga di posto i , j  in B per la riga di posto 
h  > j \  in H a uguaglia il determ inan te  che si ricava da A  col sopprim ere la 
riga zma e la colonna ; ma e sostitu ire ad esse rispettivam ente la riga i\*  e la 
colonna j™  dello stesso A: ciò si verifica agevolm ente sviluppando il d e ter
m inan te .così o tten u to  secondo la riga imH e  sim ultaneam ente secondo la co
lonna yma, e ram m entando le (2).

Ne discende che il suddetto  p rodo tto  è sem pre nullo eccettuato soltanto 
per z == zx J  = j 1} nel qual caso esso vale A. R isu lta pertan to

B H a = A n\

Poiché per ipotesi H A=^ o, da qui si trae  la B =  A ^/H a , che fornisce subito  
l ’asserto quando vi si esprim a H A poggiando sul teor. I.

8*. -  RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, fase. 3- 4 .
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III .  -  HESSIANO DI UN DETERMINANTE SIMMETRICO.

5. Le notazioni ed argom entazioni della Sezione II possono venir agevol
m ente a d a tta te  al caso di un d e t e r m i n a n t e  s i m m e t r i c o ,  A. 
A ttualm en te  questo è una form a a s s o l u t a m e n t e  i r r i d u c i b i l e  
d i  g r a d o  n  negli n(n +  i)/2  elem enti fra loro indipendenti (1) ed

C10  ay O' < j  ; Ì , j  =  I , 2 , • • •, n),

risu ltando  per ipotesi

( I2) aji =  < j  ; =  1 , 2 , • • •, n)\

talché il re la tivo  hessiano, che verrà ancora designato con H A , risu lta  una form a 
di g r a d o  n(n +  1 )(n —  2)/2 in d e tti elem enti, questa volta espressa da 
un  determ inan te  d ’ordine n(n +  0 /2 .

Pure ora possiam o specializzare le a nelle (4), con che vale la (5). Corrispon
dentem ente, si vede senza difficoltà che nel suddetto  determ inan te tu tti  gli 
elem enti vengono ad annu llarsi tranne  al più quelli del m inore principale 
form ato dalle prim e n righe e colonne, che riducesi a (6), nonché gli n (n —  i)/2 
elem enti principali non s itu a ti in tale minore, ciascuno dei quali viene ad assu
m ere il valore — 2. Si o ttiene dunque:

Ha* =  (— I)* -1 (n —  I) . (— 2)”(* - 1)/2 =  (— 2 n(n-m  ^  ^  _

6. Con le notazioni del n. 5 diamo alle a dei valori d a r b i t r a r i ,  sod
disfacenti alle (12), soggetti alla sola condizione u lteriore che -  in corrispon
denza ad essi -  sussista la (7). Poiché la form a quadratica  2  à#xi x j  può 
conseguentem ente venire rid o tta  ad una somma di n q u ad ra ti operando 
una sostituzione lineare invertib ile sulle x, ne discende la possibilità di d e te r
m inare delle bij (i , j  =  1 , 2 , • • - , ri) per cui risulti:

I ùij I =  I b{j I • I b{j I_j

(eppertan to  det || b^ || =\= o), dove il segno — 1 in basso significa trasposizione. 
L a relazione fra m atrici

Il II * Il an II * Il L i  ~  I aij  I

definisce allora una s o s t i t u z i o n e  l i n e a r e  i n v e r t i b i l e  fra 
le a e le a!, conservante le (12), m edian te la quale ai valori d delle a vengono 
a corrispondere i valori (4) delle a . Come al n. 4, ne conseguono — con l ’a t
tuale significato dei simboli — la (9) e quindi la (io ). Il raffronto  dei gradi 
nelle a dei due m em bri della (io ) porge ora subito k  =  (n - f  i)(n  —  2)[2; 
si o ttiéne poi c =  (—  \ f n~ 2)/2 2n('n~ 1)l2 ( n — 1), specializzando nella (io) 
le a nelle a* e ram m entando  il n. 5.

R isu lta  così s tab ilito  il teor. II  (enunciato nel n. 1).
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IV. -  H essiano di un determinante emisimmetrico
E DEL RELATIVO PFAFFIANO.

7- Nella presente Sezione denoterem o con A  =  det || a# un
d e t e r m i n a n t e  e m i s i m m e t r i c o ,  d 'ordine

n =  2 m  >  4

p a r i  (altrim enti risu lterebbe identicam ente A  — o). A  è m anifestam ente 
una form a di g r a d o  2 m  negli m(2 m — 1) elem enti indipendenti (11), 
essendo per ipotesi

( r 3) ai; =  o , aH =  —  ay (i < j  ; i  , j  =  i , 2 , • • •, n)\

quegli elem enti ( n )  verranno considerati in un ordine com unque fissato: per
esempio

^1,2m > ^2,2m — 1 , * * * , &m,m +  l  ,

seguiti dalle m(m  —  i) coppie

C15) <lij > % - ;+ i,2 m -i+ i (i <  j  , i  +  j  <  2 m  ; i  , /  =  i , 2 , • • •, 2m)

prese in ordine arb itrario . È  ben noto che sussiste l’iden tità

(16) A  =  P2,

dove

C1?) P — ^2,2m ~l * * +  l “f" ‘ * ’

denota il p f  a f  f  i a n o di A; questo è una form a a s s o l u t a m e n t e  
i r r i d u c i b i l e  d i  g r a d o  m  nei suddetti elem enti.

Designerem o con H a , Hp l’hessiano di A  , P rispetto  a questi ultim i, e 
con a* la specializzazione delle a che si ottiene attribuendo il valore I a cia
scuna delle (14) ed il valore zero a ciascuna delle (15). In  base alla (17), e 
con notazione evidente, si ha in tan to  subito

P * = r .

Ino ltre H A è un determ inan te  d ’ordine m (2 m — 1), avente perciò grado 
2 m (m —  i)(2 m —- 1) nelle a. Con la specializzazione testé indicata, gli ele
m enti di quel determ inan te  riduconsi tu t ti  allo zero tranne al più quelli del 
d e t e r m i n a n t e  form ato  dalle prim e m  righe e dalle prim e m  colonne, 
nonché quelli dei m i n o r i  p r i n c i p a l i  del 2° ordine determ inati dalle 
m(m —  i) coppie di righe e colonne (fra loro adiacenti) a quelle successive. 
Poiché il suddetto  determ inan te d ’ordine m  d iventa precisam ente

2 4 * * * 4
4 2 . . .  4

4 4 . . .  2

/  \m  — 1 m / \=  (—  1) 2 (2 m  —  1)
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e ciascuno degli u lteriori m inori principali considerati vale

o 2 
2 o

così in definitiva risu lta
_ /  r\m— 1 ™ r' „„„ / \m(m—1) , sm — 1 2mz — m , Na* (—  0  2 (2m  —  1) •(— 4) =  (—  i) 2 (2 m  —  i) .

8. Con le notazioni del n. 7 diamo ora alle a dei valori d a r b i t r a r i ,
soddisfacenti alle (13), soggetti alla sola condizione ulteriore che -  in corri
spondenza ad essi — valga la (7), e cioè la P =j= o. Poiché la form a bilineare 
Sidi j x i y j  può a ttu a lm en te  venire r id o tta  alla form a canonica 2  >9 con
l’effettuare sulle x  e sulle y  una stessa opportuna sostituzione lineare inver
tibile, ne discende la possibilità di determ inare delle (i , j  — 1 , 2 ,• • •, n) 
per cui risulti:

. I ~  !! bij J • I àfj I • I |_  1
(eppertanto det || b^ || ó) .

L a relazione fra m atrici

1. bij I • I &ij [I • I b{j I_j =  I &ij [I

definisce allora una s o s t i t u z i o n e  l i n e a r e  i n v e r t i b i l e  fra le 
a e le a!, conservante le (13), m edian te la quale ai valori d delle a vengono 
a corrispondere per le a i valori a* (definiti nel n. 7). A tteso  il ca ra ttere  
covariante dell’hessiano, l’essere (n. 7) Ha* 0 im plica il sussistere della (9). 
In  altri term ini, i s o l i  valori delle a per cui H A possa annullarsi sono quelli 
che annullano P.

D all’irriducib ilità  di P discende che a ttua lm en te  deve sussistere u n ’iden
tità  della form a

(18) H A= d P V

dove k denota un opportuno in tero  e c non dipende dalle a. Il raffronto dei 
gradi nelle a deb due m em bri della (18) porge quindi k =  2( m —  i)(2 m  —  1); 
si o ttiene poi subito c =  (■— 22m ~ m (2 m  —  1), specializzando nella (18)
le a nelle a* e ram m entando il n. 7. In  definitiva la (18) d iventa

(19) H a =  (— i)* “ 1 2W ~ m (2 m —  1) p 2(— 1)(2— P.

A vuto riguardo alla (16), ciò d im ostra il teor. I l i  (n. 1) per m  >  2; e si 
verifica poi subito d ire ttam en te  che la (19) sussiste anche per m  =  1.

9. Allo scopo di dedurre il teor. IV  dalla (19), intercaliam o qui due sem
plici lemmi.

Lemma i°. — Stano f i  ,f2  , - - - , f r r  >  2 forme d i grado p  d> \ in r  va
riabili x \ , xz , • • •, , e si designi con 9 una qualsiasi form a nelle stesse x,
il  cui grado verrà denotato con q. Posto (_per i , j  =  1 ,2  , • • r):

g .  =  n f . f .. =  2 L  P-.. =  Ì Agl *Jt ’ Jv dxj ’ S,J 3x,- ’(20)



Beniamino Segre, SulVhessiano di taluni polinomi, ecc. 117

fra  i determinanti jacobiani

(21) F =  det 1A '! » G =  det \gij I
intercede la relazione
(22) G = A ± £ 9r F ;

S critto  invero per abbrev iare
3<p

il teorem a di Eulero sulle funzioni omogenee fornisce in tan to

(23) 2..<Py *y =  ?<P > Pfi  =  ^ é f u x i
j  l

ed inoltre, in base alle (2.0), risu lta

(24) gij =  9fa  +  ?//»•■
D etto  poi Fij il com plem ento algebrico di f ij  in F, ed avuto  riguardo alle (21), 
(23), (24), si ricava successivam ente:

G =  det I 9/* +  <py/ ,  1 =  <p' F +  f - i  2  9j f i  F* =
ij

=  F  +  — — 2  <?j x i  5  F v  =  CP’’ F  +  <Py*y) F  =  cPr F  (J +  y )  .

e quindi appun to  la (22).

Lemma 20. -  Detta f  una form a di grado s >  2 m r  >  2 variabili 
xi , X2 , - • •, xr , ponga

(25) g  = f
(con k >  2 intero), e jz denotino con Hf , g li hessiani d i f  ,g . Sussiste al- 
lora V identità:
(26) =

In fa tti la (25) viene ad im plicare le prim e equazioni (20), ove si assum a:

9  =  ¥
k ~ i f . =  V-

J l  3 Xi g- =  ~  ** 3 xì
B asta quindi appplicare la (22) nelle ipotesi a ttu a li [per le quali risu lta  
P — s —  1 , q — s(k —  1 )], per o ttenere la (26).

io. R itornando alle considerazioni dei nn. 7, 8, possiamo usufruire del 
lem m a 20 in relazione alla (ió), assunta quale caso particolare della (25). 
A ttu a lm en te  le x  vengono dunque ad identificarsi con gli m (2 m — 1) ele
m enti (11), talché r  =  2 m 2 —  m\ inoltre k =  2, g  =  A, ed /  =  ?  ha grado 
s =  m in d e tti elementi. P ertan to  la (26) fornisce:

H a = 2 m —  1 
m —  1

2w2 — » p2m% — m pj

B asta ora confrontare q u est’u ltim a relazione con la (19), per ricavare 
la form ula che appare al n. 1 col teor. IV.


