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Fisica. —  Influenza di una reazione chimica omogenea sui coef
ficienti di scambio termico. P a r te  II  (#); Moto laminare con distribu
zione di velocità tr ia n g o la re^ . N o ta (***} di M a r io  D e n t e  e G iu s e p p e  
A l l e g r a ,  p re se n ta ta  dal Socio G . N a t t a .

Le premesse generali a questo caso e le diverse ipotesi sono le stesse 
p resen tate  per il caso precedente (vedi P arte  I) (*).

O ra però si considera il m ovim ento su un p ia tto  piano indefinito con 
distribuzione triangolare delle velocità. Come è noto tale approssim azione 
porta, nel caso di assenza della reazione chimica, alla soluzione di Leveque 
(che si può considerare una soluzione asin totica del problem a del condotto 
circolare con m oto lam inare alla Poiseuille per « bassi » valori del param etro  
X /L Pè). D ’a ltra  parte  è proprio in questa zona di valori X /L P è che m aggior
m ente si risen tirà  Pinfluenza dei fenomeni che qui vogliamo considerare, 
come è evidente. Consideriam o dunque ancora le equazioni differenziali fon
dam entali per tale problem a:

0 )

Bilancio termico
„ 3 t , d°t „ „  
$CPU 9X dY2

Bilancio materiale
de T\ à2 c r>

U 3X ~  ^  dYa ^

Condizioni a l contorno
X =  0 t  — ta c =  Co

v  =  °  ( # ) .  - 0 t  =  tw (X)

Y =  00 c , t  =  lim itati

Essendo per ipotesi

u =  m Y  m =  costante

ritenu to  ancora D =

L2 R
D ~ T

C  —  Co —  c

k
pCp ed eseguite le seguenti posizioni:

kX  _  DX
pep m U  mL3

Per m oto in tubi circolari

(*) La Parte I di questo lavoro è stata pubblicata nel Volume Alta Tecnologia Chimica 
(Y Corso Estivo di Chimica della Fondazione Donegani — Varese 26 settembre — 8 ottobre 
i960) edito dall’Accademia Nazionale dei Lincei.

(**) Lavoro eseguito presso l’Istituto di Chimica Industriale del Politecnico, Milano. 
■(***) Nota pervenuta all’Accademia il 16 luglio 1964.
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si ottiene il sistema seguente:

(2)

dC 32 C .

y

dx dy2

dT d2 T
dx dy2 -q r

con

x  — o 

y  =  o 

1 y  — 00

c  =  t  =  o

( f t  = ° : t = t. W
C , T  lim itati.

F a tte  sulla funzione r  (C , T) le stesse ipotesi della P arte  I si avrà ovvia
m ente:

dC d2 C 
dy2

(3)

Posto poi:

( y % =  — + r 0 .+ A T — BC

y
dT d2 T
dx dy2 — qra —  qNX  +  #BC .

T =  q - T*

dove TOTq è un  valore di riferim ento di T w (x) il sistem a (3) si trasform a 
nel seguente:

i + + tat*
' y ^ r  =  ^ - ^  +  Br - i A T .dx dy2 T«o

In troducendo le seguenti trasform ate:

(s)

(6)

00

T  (s , y )  =  j e~sx y d x
o

00

' ® (s >y) ~ - j g-SX X* f a

(7) 0.  (s) =  / T* dx

(8)

il sistem a (4) diventa, tenendo conto anche delle condizioni per x  =  o: 

~---- BP +  qAQ
T w _ S  *^ r = ^ + ;sro

^ e =  ^ - ì &  +  B F - ? Ae

con :v =  o : ( ^ - t = = o ’ 0 =  0“’ ^

jK =  00 ; F , 0 = ' limitati.
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Som m ando m em bro a m em bro le due equazioni si ottiene la seguente:

(9) ~ aj^ - )- - s y ( T  +  Q ) =  o .

L a soluzione generale della (9) è, come è noto:

(10) r  +  e =  y 1! 2 D (s) J _ l/3 s 1! 2 e’ * ! 2 y ìl2\ +  y J! 2 E (s) J l/3 (J- s 1’ 2 e‘*1 2y ^  =

=  y  42 Z l/3 j 1/2 e’ * ! 2 y ^

dove con D, E si sono indicate due costanti da determ inarsi, e con Z,;3 la 
com binazione lineare delle J ±I/3 (funzioni di Bessel di ordini ±  1/3).

L a  sostituzione della (io ) nella prim a delle (8) fornisce:

(11) -jy i-----(Jy + ? A + B )  T — -  q A y *  Zl/3 ( y  s ' ! 2 e ^ 2 y 2l^  = g  (y , s).

L a risoluzione della ( n ) ,  come è noto, richiede anz itu tto  la risoluzione 
della equazione cosidetta «om ogenea associata»:

(12) ^ _ (sy +  qA +  B)To =  o

che p o rta  alla soluzione generale:

(13) r o =  F  (S) e••*/» (sy +  qA +  B ) A  J _ l/3

+  G (s) e™l2 (sy +  qA  +  B)1/2 J l/3 - L

3
etn[2 (sy _]_ _ |_  g^3/2 +

e Ì7tj2 ( s y  _J_ _|_ 3 ) 3/2

F (s) Y, + G  (s) Y2

dove Yj Y2 sono i due in tegrali partico lari della (12).
A lla soluzione VQ, allo scopo di trovare la soluzione generale della ( n ) ,  

va aggipnto un in tegrale particolare della (11) stessa. Tale integrale p a r ti
colare si ottiene, per esempio, con il m etodo di variazione del param etro  e 
risulta, come è facile constatare:

(14) Q (s , y )  = 2 7Z 

3V 3  S

y
V. g ( y , s )  Y a d y - Y a

o o
g  ( y  . s) Y x dy

R isulta  quindi com pletam ente determ inata  la soluzione generale del 
sistem a (8):

j r  =  r 0 +  a

I e =  J , 'h  Z l/3 ^ y  S 'I2 e in l2y * l ^  —  r o — Q .

Le costan ti di integrazione (D, E, F, G) sono contenute im plicitam ente 
nella (15) ed ora vanno determ inate m ediante le condizioni al contorno.

5 . — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, fase. 1- 2.
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Trascurando i laboriosi passaggi interm edi, tenendo conto delle condi
zioni per r ,  0 ad y  =  o , y  =  00, si trova:

D =  — ér-^/3 E

(16) '

F + ^ / s  G =  —  e2 Ì ^ 3 ( g  ( y , s) (sy-j-qA -^B ) 1!2 k T/ 3 ( ^ + ^ A + B ) 3/; 
3 * J L3 ^

dy

FJ 2/3 (?A +  B)3/-j =  G J _ 2/3 [— «•'*/“ +  B)3/>

0- e )  =  -  E T À  e  0 ) «*'*'6 -  f  (^  =  o ) .
(—  i / 3 )  !

Elaborando le (16) si arriva a determ inare i valori di D, E, F, G. Quella 
che a noi interessa per i successivi sviluppi è so p ra ttu tto  l’espressione per E (s), 
e quindi scriviam o solo questa:

(17) E (s) eini6 =

qr0 
Tm s

|  (^y+^A+B)1/2 k IÌ3 [— ■ (jy+?A+B)3/* — (^A-RB) 2̂/3 3«y (?A +B)3/5

3̂—  iA  f S ,a( s y + q A + B f ' £ l/3 ( -  S'* e{^ y ^ ) d y +  ' ^  ^ 6  (?A +B ) * a/3 [—  d'“/2 (?A + B )3/:
O

Per il calcolo del coefficiente di scambio termico in teressa la grandezza

v e  \ __ / v e \

(18)

v V dy

E facile constatare tenendo conto delle relazioni precedenti che

dd \ _  E (3-) ein l6 T /ó 32/3, 
dy )w ( 2̂ /3) !

D ata  l’espressione (17) della E (s) è ovvio che la trasform azione inversa 
della espressione (18) non è im m ediata. D ’altra  parte , sia perché gli effetti 
che stiam o studiando hanno la loro più efficace influenza per bassi valori 
di x, sia perché le stesse approssim azioni delle quali soffrono per avvici
narsi al caso reale le (3) sono giustificate solo per bassi valori di x, riteniam o 
opportuno (come la teoria delle trasform ate di Laplace insegna) ottenere 
una espressione approssim ata della (18) in term ini di potenze inverse del 
param etro  complesso j*. Tale determ inazione, per quanto  concettualm ente 
semplice è alquanto  laboriosa. Di essa riportiam o solo il risu ltato  finale, 
che è il seguente se si suppone che T w (X) — T w =  costante:

(19)
dQ\ o 1
& l = - ° ’72S* .2/3

T +  1,418 - +  qA 1,3625 qA — 0,6482 B
c4/3 +

^  1,2072 (qA.y  +  0,5506 gAB +  1,1943 B2

0,9431
qr0 

Tw j 4/3
I j _i_ 0>3576 ?A — 1,0604 B |
1 l olo I

1 0,9325 (qA)2 — o, 1046 ^AB 4- 1,0736 B2 ,
q  . . ; -J3 ; -  +  '



M. D en te  e G. A lle g r a , Influenza di una reazione chimica, ecc. 67

Nella espressione (19) si t r a t ta  ora di invertire la trasform ata. R isulta, 
tenendo anche conto delle posizioni iniziali:

(20) 1 (d  T 0,536 i +  2,1429 q A x 2l3 + q A  (1,845 #A — 0,878 B) *4/34-.Tw \ dy jw xxl2

+  qA  [1,087 (?A)2 +  0,4957 ($AB) +  1,075 B2] * 2 4------ } +

+  -i—  {1,051 x 'l3 +  (0,3373 qA  — B ) x +  [0,5847 (g-A)2 — 0,0656 ($AB) +
i-w

+  0,6732 B2] *5/3+ •• •}.

O ra è ovviam ente, in questo caso:

0 0  - * ( w l = - r ( - £

La (21) si può assumere come definizione del coefficiente di scambio 
term ico locale h. D alla (21) si ricava:

(22) N u =  ( =  form ula 20).v /  k Tw \ dy )w '  J

Anche in questo caso il rapporto  significativo è il seguente:

NU(»A ’ B ’ S  _  Nu
(23)

Nu
Nuo

h

ho
N u (?A  =  B = ^ = o ) 0,536 X—  1/3

Nelle Tabelle I, II e I I I  sono rappresen ta ti alcuni valori di h\h0, al 
variare di qA  , B , qr0j T w .

T a b e l l a  I w . 

B =  o.

q fo / T w qA X  =  10 — 4 1 0 — 3 10 — 2

IO i o 1 , ° 9 i , 4 4 3 , 7 0

IO i 1,05 I , 2 2 2 , 03

I IO 1,05 1,25 2 , 6 0

(*) Il parametro x di questa seconda parte non può essere direttamente confrontato con l’analogo della parte I. 
Qualora si consideri l ’approssimazione di Leveque per il moto alla Poiseuille è possibile stabilire un confronto essendo

allora m . == • Ovviamente dunque détta xT l’ascissa corrispondente a questo caso xp l’ascissa corrispondente al caso
• L ■ j ■  ̂  ̂  ̂ ■’

« plug-flow », si ha xT =  Xp/4‘. Se perciò si vuole ragionare a parità di parametro x occorre confrontare ad esempio i valori 
per Xp'=4-IO 2 della I Parte con i valóri per xt = t o —2 della II Parte. Si vede che il caso di profilo triangolare di 
velocità ha comunque valori più elevati di hjh0 \ quindi l’influenza del profilo di velocità su questi fenomeni è determinata.
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T a b e lla  IL  

B =  i.

gA * II 0 1 10—3 IO—2

10

1
IO 1,09 i,43 3,52

IO 1 1,05 1,22 2,00

I IO 1,05 1,25 2,6

T a b e l la  III .  

B =  io.

grojTw gh X — 10— 4 10— 3 IO—2

IO i o 1,09 1,41 3 , 3 5

IO I 1,05 1,20 i , 7 5

I IO 1,05 1,25 2 , 5 7

È facile constatare  come le variazioni di B non influenzino m ai in 
m odo * notevole i valori di hjhQ, che dipendono in modo prevalente da 
qA  , qrJTw .

Si no ta  anche che l’en tità  del rapporto  h/h0 può èssere notevolm ente 
diversa da 1. Si potrebbe poi ripetere nel caso in questione quanto  già 
de tto  nella prim a parte  sulle diversità di com portam ento tra  reazioni eso
term iche e reazioni endoterm iche.

Conclusioni.

L a presenza di reazioni chimiche (in particolare se endoterm iche) in un 
fluido omogeneo può alterare sensibilm ente i coefficienti di scambio termico. 
Inoltre il confronto con i risu lta ti o tten u ti nella I P arte  di questo lavoro [1] 
(velocità uniform e), m ostra  che la distribuzione di velocità in vicinanza 
della parete  del condotto  condiziona in modo ,determ inante il fenomeno 
studiato .
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SIMBOLOGIA

A , B =  coefficienti di linearizzazione della funzione r  (C , T) 
C ' =  Co — C 
C =  concentrazione
Co =  concentrazione all’ingresso del condotto
cp — calore specifico del fluido
D =  diffusività
k — conducibilità termica
L =  raggio del condotto (o lunghezza di riferimento)
Q =  entalpia di reazione
q =  Q/pcp
R =  velocità di reazione
r =  L2 R/D
ro =  r (T0 , C0)
S =  variabile complessa della trasformazione di Laplace
t — temperatura
to ~  temperatura all’ingresso del condotto
T — t  — 10
T* -  T/TWo
u =  velocità del fluido
ù — velocità media del fluido nel condotto
W =  indice per grandezze valutate sulla parete del condotto
X =  ascissa longitudinale
Y =  distanza dalla parete del condotto
x — XD/mL3
y  -  Y /l

c
T =

di y 
di T* 
di T Ì

r  (s , y) =  trasformata di Laplace
0 (j , y) — trasformata di Laplace
fìw (s) — trasformata di Laélace
p =  densità del fluido.

B ib l io g r a f ia .

[1] M. D ente, Influenza di una reazione chimica omogenea sui coefficienti di scambio termico, 
Accademia Nazionale dei Lincei, Fondazione Donegani, Fascicolo « Alta Tecnologia 
Chimica » V° Corse Estivo di Chimica.


