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Matematica. — Considerazioni sulle somme dirette di fa sc i 
algebrici coerenti di rango uno C). N o ta (**} di C la u d io  M argaglio , 
presentata dal Socio B. S e g r e .

INTRODUZIONE. -  Sia V una varie tà  affine irriducibile sopra un corpo K 
com m utativo algebricam ente chiuso ed & il fascio degli anelli locali di V. 
Sia 0ìb un fascio algebrico coerente liscio (— privo di torsione) su V, local
m ente isomorfo ad un fascio somma d ire tta  di fasci coerenti di ideali. 
Il prof. M. B aldassarri mi ha proposto di accertare se in queste ipotesi il 
fascio 01L risu lta  anche globalm ente isomorfo ad un fascio somma d ire tta  
di fasci coerenti di ideali. Ho affrontato la questione con le u lteriori ipotesi 
che V  soddisfi alla P. E. ( =  p roprie tà  di estensione, cfr. [1], [2]) e che i 
fasci 9R , siano sottofasci amm issibili di un fascio <9P (cioè che il supporto 
dei quozienti <£P/0TL , (9P/0L abbia codimensione >> 1): s e ia  varie tà  V  è nor
male ed inoltre tale che ogni fascio algebrico coerente localm en te , libero 
su V  sia libero, allora la seconda di queste ipotesi non è re s tr ittiv a  (cfr. l’os
servazione del n. 1).

C onsiderato dunque un sottofascio am missibile 0Tl  di <£P, è risu lta to  che 
se 0R è localm ente isomorfo ad un fascio somma d ire tta  di fasci coerenti 
di ideali fr a  loro isomorfi allora ciò accade anche globalm ente; d ’altro  canto, 
ho costruito un esempio di fascio algebrico coerente su K4 localm ente iso
morfo ad un fascio del tipo €1 © 3 (con $ fascio coerente di ideali) m a glo
balm ente irriducibile per som m a d iretta .

1. Lemma i. -  Sia  R un anello commutativo con unità e si consideri 
il sottomodulo (unitario) M =  P  (l) di RJ (s intero positivo, I ideale di R). 
Per ogni R -omomorfismo 9 : R* RJ si ha allora:

< p( M) CM

e per ogni R -isomorfismo 'P  : RJ -> Ks si ha:

Y ( M ) = M .

Dimostrazione. -  Sia /  =  (/* , • • •,/)) e M =  P  e sia 9 : R* R* rappresen
ta to  da una certa m atrice || aik ||. A llora è: 9 ( / )  =■ axk fk  > ’ ' ' > askf k) 
ed ovviam ente risu lta  spLk aikf k t  I e quindi 9 ( / ) e M .  D unque 9 (M) C M.

(t) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca del Comitato Nazio
nale p^r la Matematica del C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 6 luglio 1964.
(1) Con una notazione del tipo N — L si indica quel sottomodulo N di R* =  R?. ,

(R* =  R), che ha per elementi tutti e soli quelli del tipo (ai , ‘ - - ,as) con ai € li C R* , 
(i =  1 , • • •, s); se per ogni i è fi- — I si scriverà semplicemente N =  Is.
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Se poi Y  è un R-isom orfism o e se T ' è il suo inverso, si ha anche 
M © Y ' (M) e quindi Y  (M) © Y  (Y ' (M)) =  M e ne segue Y  (M) -  M,

Proposizione i . -  Siano 9Tb ed SZ =  aIs fasci algebrici coerenti su V, 
sottofasci ammissibili (2) di 6P, fra  loro localmente isomorfi (essendo V  varietà 
affine irriducibile soddisfacente alla P .E . (cfr. [i], [2]), ed essendo 3 un fascio 
coerente di ideali). Allora 9Tb è isomorfo ad 91 (ed anzi è 9Tb =  91).

Dimostrazione. -  Per ipotesi vi è per ogni (x) 6 V un isomorfismo 
V̂ x : ^ x ^ <̂ /x ed essendo 9]b , 9b (oltreché coerenti) sottofasci ammissibili 
di éP, esiste un isomorfismo lF* : d )  -> d )  che estende Y^.

In fa tti, (per la coerenza di 91), Y^ : 9 t x -> 9 ìlx si estende ad un om om or
fismo Y  : 91 | U  ^  9Tb | U, essendo U =  D (Q) un opportuno in torno di (*)> 
costituito  con i pun ti di V ove non è nulla una certa applicazione regolare 
Q : K. Per un opportuno in tero  positivo n si o ttiene allora un omo
morfismo (s) (Qn - Y ) : 9b -^  9Tb e poiché (éP, 6P) e P. E. (cfr. [1], [2]), ed
9b è sottofascio am m issibile di éP, l’omomorfismo (Qw-Y) risu lta  indo tto  
da un omomorfismo (Qn • Y)* : 6P -> éP. L ’isomorfismo Y J di cui sopra si 
o ttiene allora con Y J =  (i/Qn) • (Q* Y )J .

In base al lemma 1 risu lta  allora che per ogni (x) e V è Y* (9^ )  =  9 LX 
e p ertan to  9Tb̂  =  Y^ (9b J  =  Y* (@lx) =  91 x ed 9R =  9b.

OSSERVAZIONE. -  Sia V anche norm ale e tale che ogni fascio algebrico 
coerente localm ente libero su V risulti libero. Sia 91b fascio algebrico coe
ren te su V, localm ente isomorfo ad un fascio 9b =  (© z- eh (eh fascio coerente 
di ideali per ogni i).

R isulta allora che 9Tb è isomorfo ad un sottofascio ammissibile di £P.
In fatti: Sia 9Tb soprafascio am missibile di 9Tb, algebrico coerente liscio e 

soddisfacente alla P. E. (cfr. [2]). 9Tb risu lta  allora isomorfo ad un fascio del 
tipo 1©; £h (cfr. [3] cor. 1.3.) ove ciascun £h =  I* è fascio algebrico coerente 
liscio soddisfacente alla P. E. e si o ttiene pertan to  (cfr. [3]) da una sequenza 
esa tta  del tipo: o -> £t.->■ QL* -> CI*—1 3 e quindi (cfr. [1] teor. 7) £)• è localm ente 
libero. P ertan to  9ìb è fascio localm ente libero su V e per le ipotesi fa tte  
risu lta  dunque isomorfo ad éP.

2. In questo num ero (proposizione 2) verrà costruito un esempio di fascio 
algebrico coerente su K4, localm ente isomorfo al fascio & © 9, con et sottofascio 
di d- generato dalle due sezioni globali W , X Y -— Z (Z +  1) (essendo X , Y, Z ,W 
le 4 coordinate in K4), m a irriducibile (globalmente) per somma d ire tta .

Pqr provare l’esempio si prem ettono due lemmi.
Lemma 2. -  Sia  R un anello commutativo con unità e sia dato un ^ - iso 

morfismo Y  :.Rf -> R* tale che Vimmagine Y  (M) del sottomodulo M =
(I,- ideale di R) sia il  sottomodulo N =  (©,• (l) (Jh ideale di R). Allora è
necessariamente:

, j u ,  \  =  ;u ,- L -

(2) Cioè Supp (dC/Sll) e Supp.{QdjfKl) hanno codimensione > 1 .
(3) Tale che per ogni (r)6 U  sia (Q»-Y) (fx) — (Q*-Y (/©).
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Dimostrazione. -  Poniam o I' =  * n , I, , I"  =  ' u ,  I,- , J ' =  Jn  J- , J" =  
=  * u  T • .

Le inclusioni: (I')-5, C M C  (l")s implicano, operando con T  (tenuto  conto 
del lemma i) le inclusioni:

(I')* C N C (I" ) ' e queste im plicano che:

( I ' ) ' C ( J 7  e (I" )0 (J" ) '.

O perando analogam ente con Pinverso di T  si o ttiene in definitiva:

( f ) s ~  (J ,)‘r e quindi r  =  j \

Sim ilm ente risu lta  I" =  J" .
C o r o l l a r io .  -  Sia  V  una varietà algebrica affine irriducibile soddisfacente 

alla P . E . e siano $ , X , Si sottojasci ammissibili di <3L Allora se sono isomorfi 
1 due fasci <£X © $ , X @ Si necessariamente per ogni punto (x) e V  una delle 
due fibre Xx , SCX è isomorfa ad d x e Valtra ad 3X.

Dimostrazione. — Considerati €1 ® 3 > K @-Si ciascuno canonicam ente im 
merso in SI2 =  Ci © él, si applichi il lemma 2 con riferim ento alPautom orfi- 
smo T ' di F (V, a )2 indo tto  da ll’isomorfismo T  : F (fi, d  ® ef) -> F (V, X @ JC) 
dato . (Poiché 3 f X , 3C sono sottofasci ammissibili di & ed Xoma  (d 2, d 2) e 
£ P. E., W induce Y '; cfr. [1], [2]).

R isu lta allora (4)

F (V, d )  n  r (V, 3) =  r (V, &) =  r (V, X) n  r (v, si) e

F (V, d ) ( j F (V, cf) =  F (V, d ) =  T (V, I )  ( j F  (V, 3C) e quindi:

d y 9 = d  =  3f u  dC e & n 3 =  $ =  X r i 3i:  di queste due relazioni, essendo 
per ogni (x) £ V, €LX anello locale, la prim a im plica che uno dei due ideali 

i coincida con €LX ed allora la seconda im plica che Paltro sia 3X.
Lemma 3. — Sia  R  =  K [ X , Y, Z] Panello dei polinomi a 3 variabili 

su K e si considerino i due elementi s1 =  (X , Z) , è2 =  (Z +  1 ,Y) di R 2. 
Allora per ogni elemento (P, Q) del sotto-R-modulo di R2 generato da zx , z 2 
non e vuoto l'insieme degli zeri comuni a P e Q.

Dimostrazione. -  L a varie tà  affine V == V (XY — Z (Z +  1)) non ha
anello delle coordinate a fattorizzazione unica è da ciò segue che su V  esi
stono fasci algebrici coerenti di rango 1 localm ente liberi m a non liberi.

U n  siffatto fascio è quel sottofascio £ di d v ( =  fascio degli anelli locali 
di V) che è generato dalle due sezioni globali a, .=t= [X] , a2 =  [Z] di d v , rap- 
preseritate dai due polinomi X , Z.

N ota: poiché [X] [Y] =  [Z] [Z +  1] si ha [Y] cr* j =  [Z -f- 1] g 2 e quindi 
nei p un ti di V  appartenen ti al chiuso V (Z) la fibra 2X è generata  da alx e 
nei rim anen ti è generata  da c>2* (che risulta invertibile per ogni (* )e V (Z )) .

(4) Le operazioni D e u  si eseguono avendo canonicamente incluso i moduli in questione 
al modulo T (V, &).
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Le fibre 2X sono sottom oduli propri di d v ,* esa ttam ente  per i pun ti 
(x) e V  (X) n  V (Z) e si può verificare che ogni sottofascio di d v del tipo 
P-&v (con P polinomio nullo in ogni punto  di V (X) D V  (Z)) è sottofascio 
proprio di £.

Sia % =  £k3 il fascio algebrico coerente su K 3 o ttenu to  estendendo 
banalm ente £ a K 3. % è allora generato dalle due sezioni globali cr*, a* 
o ttenu te  estendendo banalm ente ax , g2 e pertan to  si ha un omomorfismo 
suriettivo 9 : d 2-> ^  definito con 9 (/,£•) =  / - a *  — £"-g* al cui nucleo ap p ar
tengono le sezioni =  [X , 2 ] , s2 =  [Z -f- 1 ,Y] di d 2.

D a ciò seguirà im m ediatam ente l’asserto, non appena avrem o verifi
cato che se-0£c (9) contenesse una sezione e =  [ P , Q] con V (P) n  V (Q) =  0 
ne seguirebbe che % è d -m o d u lo  generabile con una sezione globale e che £ 
di conseguenza è d v-m odulo  libero.

Si ha in effetti: se una siffatta sezione s comparisse in 0òc (9), definito 
l’omomorfismo y : d  -> (9) con y (1) =  £ si potrebbe costruire il seguente
diagram m a com m utativo ed esatto:

o o

o ------ * d  —— d ------ > o

Y

o ------ ► DTo (9 ) ---- > d 2-Yb-> %------ ► o

*p|
j

o -——-> sr ------- ----------------------- > 0

1
o 0 0

avendo defin ito  Y  ( / ,  g) =  Q f  — P^.
L a sezione a (1) genererebbe allora % come d-m odulo .
(Osservazione: in particolare risu lta  3 ^  d ).
PROPOSIZIONE 2. -  Sia $ il sottofascio di d 2 ('definito su K4) generato dalle 

quattro sezioni globali: cù, =  (X , Z) , <o2 =  (Z +  1 Y) , <o3 =  (W, O) , co4 =  (O ,W) 
e sta 3 il  sottofascio di d  generato dalle due sezioni globali W , X • Y — Z • (Z-|- 1). 
Risulta allora:

a) W è localmente isomorfo al fascio d  ® 3;
b) & è irriducibile per somma diretta.

Dimostrazione:
Parte  a) I due omomorfismi 9* : d 2-> d  , 92 : d 2^  d  definiti con:

9 i (/> .gj) —f i  9L.( / ,  g) g  forniscono, ris tre tti ad due omomorfismi 
9X : cf -> d  , 92 : & d  aventi en tram bi nucleo isomorfo ad 

(In fa tti ad esempio per quanto  riguarda 9òc (9*) si ha: tu tte  e sole le sezioni 
globali di 0 lc (9,) si ottengono con Px Z -f  P2 • Y +  P4 • W  essendo P, , P2 , P 3 , P4
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q u a ttro  polinomi ta li che P, • X +  P2 (Z +  1) +  P 3-W =  o e si verifica che 
di conseguenza (cpx) è generato dalle due sezioni globali di a 2 : (O , W),
(o,x.y — z.(z+i)).

La prim a parte  della proposizione 2 segue allora dal fa tto  che fuori di 
V  (Z +  1) è suriettivo  <pz e fuori di V (Z) è suriettivo  <p2.

P a r te  b) A nz itu tto  osserviamo che se of è isomorfo ad un fascio del 
tipo (con $ , X fasci di ideali) allora necessariam ente uno dei due
fasci $ , X è isomorfo ad d  e l’altro  ad 3. Infatti:

sia, se possibile, of isomorfo ad X ® & con X f & non l ’uno isomorfo 
ad a  e l’altro  ad cL A llora, poiché in base al corollario del lem m a 2 (appli
cato ad aperti affini di K 4) risu lta  in particolare che in ogni punto  (x) e V  (p) =  
— V  (W) n  V (XY —  Z (Z -(- 1)) dei due a^-m oduli &x , Xx uno dev ’essere 
isomorfo ad €ix e l ’altro  ad 3X, ne segue, poiché d ’a ltra  parte  fuori di V (3) 
è Xx & &x & €lx (giacché ivi Wx =  a*), che esistono due pun ti d istin ti
(*0 >(*a) d* V ( 3) tali che 2Xj kt a Xx , XXj & 9Xx e SfXa*> 8Xa, XXa & &Xa . C ia
scuna di queste relazioni induce relazioni analoghe per ogni punto  (x) di 
tu tto  un in torno rispettivam ente di (#r) e (x2) e poiché V  (3) è chiuso irridu
cibile ciò im plica che in qualche punto  (x3) di V (3) si abbia &X3 & XXa ^  dx 
ed ivi risulterebbe &X3& 3Xs © cf*3 fibra che non è isomorfa ad cb3© 6LX (giac
ché $*3 U e 2X3 u  €ìX3 =  a*3 [cfr. lemma 2]).

Dunque: se of fosse riducibile per somma d iretta , dovrebbe essere ef ̂  3© a .
Escludiam o ora anche questa possibilità.

© a  im plicherebbe l’esistenza di una sequenza esa tta  su K4, del tipo:

o — ► 3 — ► ^  -*-> a  — ► o

e poiché fuori dal chiuso (di codimensione >  1) V ($) di K4 è =  a®, [’omo
morfismo 9 indurrebbe un omomorfismo 9' : a 2 -> a  tale che 9' | $  =  9. D a 
ciò seguirebbe che:

?  (/> g) =  W  +  Qg con P , Q polinomi.

Proverem o allora che le q u attro  sezioni globali di a  : 9 (gt), ( i =  I , • • •, 4) 
non generano a  (e da ciò seguirà che non esistè alcun omomorfismo suriettivo
^ - > a ) .

In fa tti, se esistessero q u attro  polinomi P. (i =  1 , 2 , 3 , 4 )  di K  [X ,'Y , Z ,W] 
tali che S =  E,- P2 9 (<o4.) —  1 = 0 ,  proiettando il polinomio S in K  [X , Y , Z] 
m ediante l’omomorfismo di K-algebre: K [X , Y , Z , W] K  [X , Y , Z] 
definito con p (X) — X , p (Y) =  Y , p (Z) =  Z , p (W) =  o, si constate
rebbe che esistono due polinomi Px =  p (P,) , P2 =  p (P2) di K [X , Y, Z] 
tali che:

Pi P9 (<*>i) +  P2 P9 (co2) ■— 1 =  o e ciò non può avvenire poiché posto 
P =  )P (P) , Q =  P (Q) , P , Q sarebbero polinomi di K [X ,Y, Z] tali che:

Pi (P • X +  Q  - Z) +  P2 (P • (Z +  1) +  Q  - Y) —  1 =  o e questo è in con
traddizione con il risu ltato  del lemma 3 in base al quale risu lta che i due 
polinomi P ^ X  +  P2*(Z -f- 1) , Px-Z +  P2-Y hanno zeri comuni.
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