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Geometria. — A rch i completi in un  S2>̂ , con q p a ri. N o ta (*} di 
M a r ia  T a l l in i  S c a f a t i, presentata dal Socio B. S e g r e

1. In  un  piano di Galois (cioè un piano costruito  sopra un campo finito, 
o di Galois, yqi d ’ordine q [3], § 12; [8], Ch. 12) definiscesi, come è noto, [8] 
p. 265, k -  a r c o  un insiem e di k  pun ti tre a tre non allineati. U n  yè-arco 
dicesi c o m p l e t o ,  [1], se non è contenuto in nessun (k -f- i)-a rco , cioè 
se per ogni pun to  del piano passa almeno una secante al i-a rc o . Lo studio 
degli archi si riconduce evidentem ente a quello degli archi com pleti. F issato q, 
se per un >é-arco, k assum e il m assimo valore possibile, l’arco prende il nome 
di ovale, [8] p. 270. Per q dispari, è noto, [4], che ogni ovale è costituito  
dai p u n ti di una conica non degenere, e viceversa. Per q pari, un ovale è 
un (3 , +  2)-arco; un esempio di ovale essendo dato  da ll’insieme dei pun ti 
o tten u to  aggregando a quelli di una conica il suo nucleo, [5] p. 100; si 
conoscono però a ltri esempi di ovali, determ inati da B. Segre, [6], [7].

Esem pi di >è-archi com pleti che non siano ovali, sono s ta ti determ inati 
da L. L om bardo-R adice, [1], per q dispari. Nel caso q pari, non si avevano 
ancora esempi al riguardo, tranne che per partico lari valori di q, [6], [2]. 
Nel presente Lavoro darem o appunto  esempi di (q +  4)/2-archi completi 
in un S 2}q , con q =  22n + 1, qualunque sia n  >  2.

Precisam ente, dopo alcune premesse di cara ttere  algebrico, contenute 
nel n. 2, proverem o nel n. 3 che in un S2j  ̂ , con q =  22" + I, di coordinate non 
omogenee (' x , y ), il (^ +  4)/2~insieme costituito  dai qf2 p un ti di coordinate 
(a , a* +  a), ove a è un  elem ento variabile di prim a categoria, [3] p. 76, 
di yqy e dai p un ti im propri degli assi coordinati, è un arco. Nel n. 4 prove
remo, infine che, se n >  2, siffatto arco risu lta  completo, m entre, se n — o, 1, 
esso è incom pleto e contenuto  in u n ’ovale.

2. S ia yq un campo di Galois d ’ordine q =  2h. U n elem ento a di yq dicesi 
di p rim a o di seconda categoria, [3], n. 80, a seconda che l ’equazione x 2 +  x  +  
+  a =  o am m etta  soluzioni in oppure no. Si prova facilm ente che, [3] n. 80.

P ro p o s iz io n e  L — Gli elementi d i una stessa categoria sono in numero 
di qfz. La somma di due elementi di una stessa categoria è un elemento di prim a  
categoria, la somma d i due elementi d i categorie diverse è un elemento di seconda 
categoria. I l  quadrato e la radice quadrata di un elemento di una data cate
goria appartengono alla stessa categoria. Gli elementi a d i prim a categoria sod
disfano alV equazione:

a?h~ x -f- a2h~ 2 +  • • • +  cd +  a =  o,

(*) Pervenuta all’Accademia il i° luglio 1964.
(**) Il presente lavoro è stato eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca delC.N.R. n. 17.
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quelli d i seconda alV equazione:

aJl~ x +  aJ‘~'2 -\--------(- a2 +  a =  i.

Ne segue che:
P ro p o s iz io n e  II. -  Se, e soltanto se, h è dispari, risulta i di seconda cate

goria e quindi, per ogni a di yq, a ed a -j- i sono sempre di categorie diverse. 
D im ostrerem o ora che:
P ro p o s iz io n e  II I .  -  Se h >  4, oppure h =  2, in yq esiste un elemento 

b ff-0 ,1 , di seconda categoria, tale che i/b risulti ancora di seconda categoria. 
Per h =  1,3 un siffatto elemento non esiste.

Per h <  4 il suddetto  risu lta to  si prova d irettam ente . Supporrem o perciò 
h >  4. Cominciamo col provare che m  yq esiste un elemento a - J= 0,1, tale che 
a ed 1 \a risultino ambedue di prim a categoria.

Si consideri nell’S ^  affine di coordinate non omogenee (x , y)  la quartica:

( 0  (x2 +  x) (y 2 +  y) +  1 =■ o.

Essa risu lta  -  come si verifica facilm ente -  irriducibile, ed am m ette come unici 
pun ti m ultip li i pun ti Cfi (1 , o , o) ed 0 2 ( 0 , 1  , o), che sono am bedue doppi 
di tipo biflecnodale. L a curva (1) è dunque ellittica e, detto  N il num ero 
dei suoi pun ti semplici, *che coincide con quello dei suoi pun ti propri, in 
forza di una form ula di H asse-W eil, [9], [10], si ha:

( f a -  0 2 < N  +  4 <  ( fà +  i ) 2-

R isultando q =  i h >  16 (in quanto  è a ttualm ente  h >  4), sarà N >  5. 
D unque esiste certam ente in y? un pun to  proprio (X ,Y) appartenen te  alla 
curva (1) e che non giaccia sulle re tte  di equazione complessiva x 2 +  x  =  1. 
Posto X 2 +  X =  a, risu lterà  in tan to  a=j= 1, ed inoltre:

C1') a (Y2 +  Y) +  1 =  o,

onde è certatnente a =(= o; inoltre « è di prim a categoria (in quanto  l ’equa
zione x 2i+  x  +  a =  o am m ette  in yg la soluzione X) ed anche ìja è di prim a 
categoria (in quanto  l’equazione x 2 +  x  +  i[a =  o, in forza della (1'), am 
m ette  in yt la soluzione Y). R im ane così p rovato  l’asserto. L a Proposi
zione ILI segue allora facilm ente, osservando che gli elem enti di seconda 
categoria, diversi da 0,1, s o n o - in  ogni caso -  in num ero m aggiore od uguale 
a quelli di prim a categoria diversi da 0,1.

3. In  un  S2;? (con q =  z2M+z , n > ó )  affine di coordinate non om o
genee (x , y)  si consideri la conica di equazione:

(2) -v' .r +  y  • -  o.

Essa e una pjarabola non degenere, tangente alla re tta  im propria nel punto  
inaproprio dell asse y  ed avente nucleo nel punto  N (1 , 1 , o). Sia 3 l’insieme 
dei p un ti p ropri della (2), di coordinate (a , a2 +  a), con a elem ento di prim a 
categoria in • 3 consta di qj2 punti. 4

4 . — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, la sc . 1- 2.
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Proverem o ora che:
P ro p o s iz io n e  IV. -  Le rette y  =  cost., secanti la (2), la incontrano in 

due punti di cui uno soltanto appartiene ad $.
Sia y  =  c una re tta  secante la (2), onde c è un elem ento di prim a ca te

goria, e sia a una soluzione dell’equazione x 2 -j- x  -j- c — o. L ’ulteriore solu
zione dell’equazione suddetta  sarà allora d a ta  da a +  1 (cfr. [3] n. 80). 
La re tta  y  — c in terseca la (2) nei due pun ti (a , c) ed (a +  1 , c). Poiché a 
ed a -f- 1 appartengono a categorie diverse (cfr. Proposizione II), dei due 
pun ti (a , c) e (a +  1 , c) uno so ltan to  appartiene ad $.

Dalla Proposizione testé provata , si ha che il (g +  4)/2-insiem e K 
costitu ito  dai pun ti di $ e dai pun ti im propri degli assi coordinati è un 
(g +  4)/2-arco.

Nel successivo n. 4 m ostrerem o che, se n >  2, il (g -f- 4)/2-arco suddetto  
risu lta  com pleto, m entre  per q =  2,8 esso è incom pleto.

4. In  S2>g (g =  22n+1 , n >  2), si consideri il (g +  4)/2-arco K di cui 
al num ero precedente. Per m ostrare che K è completo, basta  provare che 
da ogni punto  proprio P (oc , (3) di S2j? passa almeno una secante di K. Se oc 
è di prim a categoria, la re tta  'x =  oc è senz’altro  una secante di K. Se (3 è 
di prim a categoria, la re tta  y  =  (3 è una secante della conica (2) e quindi 
(cfr. Proposizione IV) è una secante anche di K. R esta dunque so ltan to  più 
da esam inare il caso in cui oc e (3 siano am bedue di seconda categoria.

D istinguiam o le eventualità :

(I) oc2 +  a +  P +  1 =f= °,

(II) a2 +  oc +  p +  1 -  o.

Nel caso (I), si considerino i punti Q, R della (2) dati da: Q [a +  1 , a 2 -f- 
+  oc] , R [a2 -f- P , (oc2 +  P)2 +  a2 +  p] . Essi sono tra  loro d is tin ti; (risul
tando* a ttua lm en te  a2 -f  a -fi- P +  1 =f= o) ; inoltre, essendo in v irtù  delle 

i Proposizioni l e H a d - 1 ed oc2 -fi- P di prim a categoria (poiché oc e p sono 
di seconda categoria), Q ed R appartengono ad ef. D ’a ltra  parte  si verifica 
im m ediatam ente che la re tta  Q R passa per P. D unque per P passa una 
secante di 3 e quindi di K.

Nel caso (II), si consideri in y^un elem ento b =j= o, 1, tale che b e ijb siano 
am bedue di seconda categoria (un siffatto elem ento esiste sem pre, in forza 
della Proposizione II I ,  supponendosi a ttu a lm en te  n >  2). I seguenti due 
p un ti della (2): S [b +  a , (b +  a )2 +  b - f  a] , T  [ijb +  a , (1 jb +  oc)2 + 1  jb +  a] 
sono d istin ti (essendo b =|=i) ed appartengono ad $ (in base alla Proposizio
ne I ed essendo b , oc ed ijb di seconda categoria); d ’a ltra  p arte  la re tta  S T  
passa per P, come si verifica im m ediatam ente, essendo oc2 +  oc -f- p +  1 =  o. 
Duncjue per P passa una secante di cf, cioè di K. R esta così p rovata  la 
com pletezza di K, per n >  2.

Nel caso q — 2, l’arco K risu lta  certam ente incompleto, ogni 3-arco 
di un S2j2 essendo m anifestam ente contenuto in u n ’ovale.
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M ostriam o ora che, anche per q =  8, K  è incom pleto e contenuto in 
u n ’ovale. Si consideri in fa tti l’S2}8 costruito sul campo di Galois y8 (o , 1 , i  , i  -f- 
-f- i , i 2 , i 2 1 , i 2 +  i , z2 +  z +  1), ove z3 =  i +  1, e quindi

(3) (i 2 +  z)2 =  i , i4 =  i 2 +  Z.

L ’elem ento i  è di prim a categoria in y8 (l’equazione ;r2 +  % +  z — .0 am m et
tendo le soluzioni i 2 , / 2 +  1 6 y8, cfr. (3)), e quindi anche i 2 ed ì 2 +  i sono 
di p rim a categoria (cfr. Proposizione I). Cioè gli elem enti di prim a categoria 
di y8 sono: o , i  , ì 2 , i 2 -f- i. D unque il 6 -arco K di S2;8 è costituito  dai punti:

(4) (0 , 0) ;  (i , i 2 +  i) ; i i2 , 0  ; (i2 +  / , i 2)\

e dai pun ti im propri degli assi. Esso è allora contenuto nel io -arco  (ovale) 
costitu ito  dai p un ti della conica y 2 =  x  e dal suo nucleo (che è il punto  im 
proprio dell’asse y ) f come segue im m ediatam ente dalle (3) e (4).
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