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Analisi matematica. — Su  un esempio concernente Vequazione 
delle onde (*V N ota (**} di G iovanni P rouse , presentata dal Corrisp. 
L. A merio.

Si consideri l’equazione delle onde (in form a operazionale) in un dom i
nio fi lim itato  ed in relazione al prim o problem a m isto

(1 ) x ”  00 =  A  X ( /)  + /(* )> ■  ( t  e  J =  ( - o o ,  0 0 ))

con f  (f) indefinitamente derivabile, uniformemente continua ed a traiettoria 
relativamente compatta insieme a tutte le sue derivate.

Faremo vedere che si può prendere f  (t) in modo che le soluzioni della (I) 
risultino limitate in  J come funzion i a valori nello spazio E delV energia, cor
rispondente alla norma

0 ) Ilx OD He = lì x OD Ih* + Ilx' OD E- }I/2.
ma che tali soluzioni non siano uniformemente continue e neppure siano dotate 
di traiettorie relativamente compatte, come funzioni a valori nello spazio E0 
corrispondente alla norma

1/2

(3) Il * OD ||Eo = I J  II * (t + 7)) fE d4
— 1/2

Questo risu lta to  (che m igliora uno precedentem ente o ttenu to  (l)) può essere 
messo in relazione con un teorem a di com pattezza d im ostrato  da Am erio (z) 
in un recente lavoro sulle soluzioni quasi-periodiche di equazioni funzionali 
negli spazi di H ilbert. Esso m ostra come l’ipotesi, fa tta  da Am erio, dell’esi
stenza di una soluzione lim ita ta  la quale sia, inoltre, E0-uniform em ente 
continua, non può, in generale, essere sostitu ita  dalla sola ipotesi di lim i
tatezza, anche se il term ine noto f  (f) soddisfa alle condizioni di regolarità 
indicate per la (I).

(*) Istituto matematico del Politecnico di Milano. Gruppo di ricerca n. 12 del Comi
tato pet la Matematica del C.N.R. per l’anno accademico 1963-64.

Durante lo svolgimento di questo lavoro, l’autore ha usufruito di una borsa di studio 
del C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 14 agosto 1964.
(1) G. P r o u s e , Esempi tipici per Vequazione delle onde, « Rend. Acc. Naz. Lincei», 

34 (1963).
(2) L. A merio, Soluzioni quasi-periodiche di equazioni quasi-periodiche negli spazi 

hilbertiani, «Ann. di M at.», 61 (1963). Cfr. anche L. A merio, Quasi-periodicità degli inte
grali ad energia limitata delVequazione delle onde con termine noto quasi-periodico, Note I,o
II, III -  « Rend. Acc. Naz. Lincei», 28 (i960); in tale Nota viene indicato con 3) lo 
spazio da noi chiamato HJ .
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Possiamo lim itarci a considerare la soluzione della (I) soddisfacente alle 

condizioni iniziali

(4 ) X (o) =  o  , X (o) =  o;

essa è d a ta  dalla formula:
t

(s) X (f) =  2  / „  (yj) sin X„ (t — ri) dy ,

dove y n sono le autosoluzioni dell’operatore A  e X„ i corrispondenti au to 
valori e si è posto:

(6)
00

fn (?) =  (J (?) , y») L* , / ( / )  =  '£ y „  fn (?) •

Gli au tovalori soddisfano, come è noto, alle relazioni:

(7) o < X t < X 2 <  . . .  < X „  <  ..

Si ha inoltre:

, lim \ n — +  00.
n —f  00

(8) ■*' (0 =  2  y« f» (4 )cos K  (* — 4) d’<\ •

Posto

(9) hn — \kn e ‘n -j- 1],

scegliamo gli in teri positivi k n in modo che soddisfino alle relazioni

(10) k = K  , kn+1 > h n+1 + ^ ± f (  k" +  kn 27T +  2).2 TT \ Xn

Dalle (io) segue che, se si considerano sull’asse t  i segmenti

(11) I n
K  V 2 7 T  > J n  +  h„  2 7 t

X« \ n

risu lta  ] m n  Jn — o Per m=%=n e precisam ente :

" -27T +  2 , J „ ^ [ 0 ,O o )  (fi =  I , 2 , • • • ) .(12) 27r >
— X*

Ind ica ta  con co (t) una funzione >  o indefinitam ente derivabile in J 
e tale che sia co (f) == o per t  <; o, co (t) — I per t >  7u, poniam o

' -  *“ *» «(*»(* -  co (x„ 27T -  /)) sin \ nt

kft      kft —j“ hnper-—- 27T — — 2 tu

( !3) X  -  I co(x„^ -  A _ A .  2 co (x„ -  sin X„ /

^  ■ hn ^p e r ------------2 7u <  t  <  —  2 7u
x»

per 2“ e J„
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Osserviamo che, per le (6), (13), la funzione f  (t) così definita risulta inde
finitamente derivabile, è uniformemente continua ed ha la traiettoria relativa
mente compatta insieme con tutte le sue derivate.

Si ha in fa tti, per t e  J, d e tta  una q u an tità  dipendente solo da p\

(H ) \f„p)( é ) \< K p e - K \ p„

e, di conseguenza, tenendo presente la (7), per \ s >  p  :
00

(15) ^ A p\ t y < K e - ^ s r / .
n —s

00

Poiché lim e~2Xs =  o, le serie 1C f iP) (t)z — 1 f^P) 00 IIl2 convergono
s 00 n =  i

uniform em ente in J, per ogni p , e le funzioni f ^  (t) sono quindi uniforme- 
m ente continue in J ed hanno le tra ie tto rie  re lativam ente com patte.

Consideriamo ora la soluzione della (I) corrispondente alle condizioni 
iniziali (4) e dimostriamo che essa non è JL0-uniformemente continua e non 
ha la traiettoria Y,0-rdativamente compatta. Faremo, per questo, vedere che la
derivata x  (7), a valori nello spazio lfQ =  L 2^----— , — ; L 2j [corrispondente alla
norma

1/2
(16) I x  (t) ||l , =  ^ j \ \ x ' ( t  +  ri) dt\ | j

— i/2

non è uniformemente continua e non ha la traiettoria relativamente compatta 
Posto

t

C.i 7)
00 r 00

(?) =  ^  y n cos ~kn 1 1 f n (yj) cos ì,„ y\df\ +  X  V» sin K  t ■
n=1 J n=1

• / fn (ji) sin K.Tjdyi =  %  y„ (f) cos \ n t + ^ y n cp„ (t) ■
J  n = 1 w = i
o

•sin \ t  =  v z (t) +  (7),
risu lta , per la (13):

e  %n I ( ù ( x n (y) —  27T —  7 ) ) ) s i n X „ Y i  C O S X m V)^7)

2 T C < ^ <  4^-271:Am Am

(18) .*„(*) =

per

kflper t  — —  2 7TAm
?J  0) f  (t) — f  2 tt) j co 2 71 — 4)) sin K  7) cos X„ 7] d-q

per Aw An
per t e  ]„
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è, tenendo presente che J f n (yj) sin \ n r\dr\ =  o :

L

0 9 )  < P * 0 0

t

e~Xn I"w X̂„ ^  2 7t  ̂ c o ( ^ ( ^ 2 , - 7)  ̂sin2 X„

£ (Ù

per \  k« 2 7 t < ; <  j ? . 27t

X” l71 “  "U 2 “  (X* (— — 27t — 7)j) sin2 X„ 7)^7)

per ^ 2 1 z < t <  k”p - hn 2tcAw Àw

o per t e  Jn .

Si ha quindi, per le (18), ricordando la definizione della funzione o>:

T ~ 2Jt + X

(2°) e ^  j Jo> (x„ (•») -  — - 2 tt)) cojx* fon 4 "  h"n 2 71 — 7]

kn +  hn re
23C L.

sin X„ 7] COS Xw 7] <2?7) + sin Xw 7) cos Xw 7]</t] +

i - 2Jt +  T  
Kn Kn

+ » (7 fono)\K \r) — —  2 re)Vco (X̂ fon 4" foli. 2  7T —  7] ) )  s i n  X w 7]

cos \ n 7) dr\ <  *■ * , ( €  +  u )

_v2 7T£ »

D alla (20) segue, per t e  J:

!
oo \ 1/2  ^

2  <|v(0  cos2 X„ /  <  - 27t̂  — •

OO

L a seriè 2  4 » (0  cos2 K  t  =  || ^  (V) ||l2 converge quindi uniform em ente in
«=i

J e la funzione vx (f) è perciò L 2-uniform em ente continua in J ed ha la tra 
ietto ria  L 2-re la tivam en te  com patta.
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R isulta d ’a ltra  parte  (osservando che è e tenendo
presenti le (9), (19)):

(22) I ?n (f) —— — n  <  — ^ — (K  +  1) 2 n
kn e n 'kn e n

per n  >  nx abbastanza grande.

Osserviamo che, per t e ÌfL 2 7t - A 7t A 27, +  Ì ^ TC
kn An kn A„ , risulta:

n An
(23) ?„ (f) >  <p„ ( —  2 71 — TC) >  e~x” I sin2 X„ 7)dt) =

k —  hn n , Jt

— i. 2 31 + x
h jt

sin2 ----  I 7T ^  7T

X, A  "2" — T

per n > n 2 >  nx abbastanza grande.
Supponiam o ora di assumere ^  tan to  grande che risulti:

(24) 1 I 71 fon
v + x r ^ T r *

j/2 .
s i n 2 \ n Yj <^7] >  —  •

— 1/2

Si ha allora, per la (23):

1/2

(2S) / M , l r 27t +  Y1 + ^ ) sinX« ( ^ - 27r +  7) +  ^ ) - ^ ( ^ 27r +  ‘/i)'
T/2

s i n X „ ( A 2  7t +  v])|V y1=  I L  ( A 2TC +  7 ]+  M  +  ?  / Ì ^ 27i +  7)
— 1/2

l/2

' SÌn2M x 7 27r+Y) ) ^  ^ 4 ^ -  j  sin2 X„ yj di] > — ■
— 1/2

D alla (25) segue:

1/2

(26) sup J  ?n (t +  V} +  ^~) sin X* (V +  7] +  (/■ +  7)) sin X* (t +  7]) Vy) >  ~
-1 /2

e quindi, per n .> n z 

(27) sup 
/ e  J ^ + ^ r )

* 7T2
L2 — ló "
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Poiché lim —  =  o, la funzione va(f), definita dalla (17), non è Ifi-uni-
n -+ o o  An

formemente continua in J e non lo è perciò, per quanto si è sopra dimostrato, 
neppure la funzione x  (f).

Facciam o ora vedere che la tra ie tto ria  di v2 (t) non è L ^-relativam ente 
com patta. Si ha in fa tti, per n > n 3, per le (23), (24):

(28)
1/2 

— 1/2

kn 2 7T +  7j sin2 Xn 2 7T - f i  7] \df\ >
1/2

7T2 /  .
; —7- / Sir

16 J sin2 >  —
1/2

e, di conseguenza, per .s* >  nz :
1/2

00 r

(29) S  J  f i 2 n  +  y]) sin2 ( t t  2 + ’i) ^  ^ 0  '
—1/2

La serie

(30)

1/2

2  /  <P* O '  +  4 )  s i n 2  V  O ' +  i ) )  drj =  || (a? ) ||2 2
n — 1 J  o

—  1/2

«0^ converge perciò uniformemente in  J £ /<? funzioni v2 (t) e x f (t) non hanno 
quindi le traiettorie Yfi-relativamente compatte.

Si può infine vedere facilm ente che la soluzione x  (t) considerata è 
E -lim ita ta  in J. Si ha in fa tti, per le (2), (5), (8), (17):

00

(3 0  Ix  (f) ||E =  2  {0K* CO s n̂ f i  t  ( 0 cos f i  i) 2 f i
n = i

+  (<p, 00 sin (t) cos Xn t)2}

e quindi, tenendo presenti le (20), (22):

'tn 00 +  9* 00 -c  ( 2 f i  ” ) +  4 , per t e  } n
°  " per t € U]„ .

n

Osservazione / :  Sia f  (t) una funzione continua a valori in uno spazio 
di H ilbert X e  sia {y n] uh sistem a completo di vettori ortogonali e norm ati 
in X; risu lta  allora:

00

( 3 3 )  f  ( f ) = ' L  y n f n ( f )  , f n ( f )  =  ( j ' V ) , y 9) yL.
n—1

Posto
t t

C34) F ( t ) —- J  f \ rò ^ r, » F„ 00 =s= (ri) d-T] ,
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è possibile dimostrare, con un procedimento del tutto analogo a quello seguito 
sopra, che si può prendere f  (fi) indefinitamente derivabile, uniformemente conti
nua ed a traiettoria relativamente compatta insieme a tutte le sue derivate, in 
modo che F  fi) sia ^-lim ita ta , ma non abbia la traiettoria relativamente com
patta nello spazio Lo (X), con norma definita dalla relazione

1/2

(3 5) Il ?  00 II* (X) =  j j  \ x  (* +  l )  lfx drì
— 1/2

M antenendo le medesime notazioni in trodo tte  precedentem ente e d e tta  
una successione di num eri reali soddisfacenti alla (7), poniamo:

; (0 Â* [ fi-  2 7t — sin2 A„ t

b — h r,"n

ì>n 2:

per - 2 n <  t <  ~  2 tu
An

(3 0  f„  00 =
* (X* (* ^  £  2 ")) “  (X* f f i f i  2  71 ~  *)) sin‘ *

k*yt    ■ kyt I fa'tiper —  2 7T <  / <  271
An An

per t e  J„.

In  modo analogo a quanto  fa tto  per la funzione definita m ediante la 
(13), si d im ostra che la funzione f  (fi) d a ta  dalle (33), (36) (che è ovvia
m ente indefinitam ente derivabile) è uniform em ente continua ed ha la t ra 
ietto ria  rela tivam ente com patta, insieme a tu tte  le sue derivate.

Tenendo presenti le (19), (23) ed osservando che è cpn (t) =  Fn (f), si ha

poi, per n ~>n2 e per t e
bn-n
X™ 2 TU —

b h 1
2 TU -fi f iL  TU :

(37) ■F* 00 >  ■

A ssunto n >  nA >  n2 tan to  grande che risulti

la ' (37):
1/2

(38) f F* ( i : 27z +  rì)dr> ^ JB
— 1/2

è allora, per

e, di conseguenza, per j ..>  n4 :

(39)

J^a serie

2
f i 2

— l/2

l/2

S  / f »(^ +  >i) ^  =  I |F ( 0 ^ ( X )
n — 1 J

— 1/2

(40)
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non converge perciò uniform em ente in J ed F (/) non ha quindi la tra ie t
to ria  Lo (X) rela tivam ente com patta.

E infine evidente che F (t) è X -lim ita ta  in J, avendosi, per le (22),
(34). (36):

t
( 00 /  r \ 2 j1/2

(41) S F 00 lx =  I 2  J  f«  Ol) | < 2 n  .
o

Osservazione II:  Si può facilm ente constatare che la soluzione -x (t) 
considerata della (I) non è E -uniform em ente continua e non ha la tra ie t
toria E -re la tivam en te  com patta.

È  in fa tti an z itu tto  chiaro che x  (t) non può essere E -uniform em ente

continua. Poiché inoltre, per la (23), per n > n 2, si ha (~  2 n -|- — ') >
\ *n. 2 \ n !

>  —  , la serie 
“  4

00

(42) 2  Vi 00 sin2 K  t
n =  1

non converge uniform em ente e x'  (t) non ha quindi tra ie tto ria  L 2-re la tiv a- 
m ente com patta.

Analogam ente, la funzione F (t) d a ta  dalla (34) non ha la tra ie tto ria  
X -rela tivam en te  com patta .


