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Analisi matematica. — Sw wun esempio concernente ['equazione
delle onde ©. Nota ™ di Giovannt Prousk, presentata dal Corrisp.
L. AmErro.

Si consideri ’equazione delle onde (in forma operazionale) in un domi-
nio Q limitato ed in relazione al primo problema misto

) @O =Ax)+SO), (te] = (— o0, 00)

con f(¢) indefinitamente derivabile, uniformemente continua ed a traiettoria
relattvamente compatta insieme a tutte le sue derivate.

Faremo vedere che si puo prendere f(t) in modo che le soluzioni della (1)
risultino limitate in ] come funzioni a valori nello spazio E dell energia, cor-
rispondente alla norma

©) [ @l ={lx @+ 1+ O3,

ma che tali soluzioni non siano uniformemente continue e neppure siano dotate
di traiettorie relativamente compatte, come funzioni a valori nello spazio E,
corvispondente alla norma

1/2

3) %O, = | f PIER

—1f2

Questo risultato (che migliora uno precedentemente ottenuto @) puo essere
messo in relazione con un teorema di compattezza dimostrato da Amerio *
in un recente lavoro sulle soluzioni quasi—periodiche di equazioni funzionali
negli spazi di Hilbert. Esso mostra come l'ipotesi, fatta da Amerio, dell’esi-
stenza di una soluzione limitata la quale sia, inoltre, Euniformemente
continua, non puo, in generale, essere sostituita dalla sola ipotesi di limi-
tatezza, anche se il termine noto f(#) soddisfa alle condizioni di regolarita
indicate per la (I).

(*) Istituto matematico del Politecnico di Milano. Gruppo di ricerca n. 12 del Comi-
tato per-la Matematica del C.N.R. per ’anno accademico 1963-64.

Durante lo svolgimento di questo lavoro, 'autore ha usufruito di una borsa di studio
del C.N.R. '

(**) Pervenuta all’Accademia il 14 agosto 1964.

(1) G. PROUSE, Esempi tipici per [’equazione delle onde, « Rend. Acc. Naz. Lincei»,
34 (1963).

(2) L. AMERIO, Soluzioni gquasi—periodicke di equaszioni quasi—periodiche negli spazi
hilbertiani, « Ann. di Mat.», 61 (1963). Cfr. anche L. AMERIO, Quasi—periodicita degli inte-
grali ad energia limitata dell’equazione delle onde con termine noto quasi—periodico, Note 1,
II, III - «Rend. Acc. Naz. Lincei», 28 (1960); in tale Nota viene indicato con $ 1o
spazio da noi chiamato Hg.
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Possiamo limitarci a considerare la soluzione della (I) soddisfacente alle
condizioni iniziali
(4) z(0©)=o0 , % () =o0;

essa & data dalla formula:
?

(s) x(t) = ; 3| fo () sin (2 — ) i,

dove y, sono le autosoluzioni dell’operatore A e A, i corrispondenti auto-
valori e si & posto:

(o]
©) H@O=U® v , F@O= ; Inu @ -
Gli autovalori soddisfano, come & noto, alle relazioni:
) o< h=nL< - <hn<- , lim A =+ oco.
7n—)> 00
Si ha inoltre:
.i
® v 0= 9, [1u 0 cosn, ¢~ myan,
Posto
<9> Ty = A el" + 1],
scegliamo gli interi positivi £, in modo che soddisfino alle relazioni
'___ Mtz [ ln+ 7y
(10) be =", Fuys 2/1,,_,_1—}———2—;—(————77—27:4—2).
Dalle (10) segue che, se si considerano sull’asse 7 i segmenti
(11) =Bt an, 2kl o,
risulta J,, N J, = 0 per m == e precisamente:
(12) 'é”*";:ﬁ”+‘zn> Fn +h” 242 , J,€[0,00) (m=1,2,---).

Indicata con (o(z‘)' una funzione >o indefinitamente derivabile in J
e tale che sia w () =0 per £< o0, w(¢) =1 per £ > =, poniamo

— e_l"co()\ (t — f—”zn\) (A,,(—'é"—-'_;ﬁ’— 27 — t)) sin A, ¢

An
perizﬂ<z‘< k”+k 27
(13) VAGER et ()\ ( __'é_"l fn zw)) ()\”(—ii’—zn—zf))sin)\,,t

per_—i ZTcngﬁz—ZTC
Xy Ay
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Osserviamo che, per le (6), (13), la funzione f (f) cost definita risulta inde-
Jfinitamente derivabile, ¢ uniformemente continua ed ha la traiettoria relativa-
mente compatia insieme con tutte le sue derivate.

Si ha infatti, per z€ J, detta K; una quantitd dipendente solo da p:

(14) 20| < Kpeta i

e, di conseguenza, tenendo presente la (7), per A, > p:

(15) DA = Ky ke ? .
Poiché lim )” e—2% — o, le serie 3 /P () = | F? @ Hiz convergono
s—>00 | n=1

uniformemente in J, per ogni p, e le funzioni /@ (£) sono quindi uniforme-

mente continue in | ed hanno le traiettorie relativamente compatte.
Consideriamo ora la soluzione della (1) corrispondente alle condizioni

inigiali (4) e dimostriamo che essa non ¢é Euniformemente continua e non

ha la traiettoria E,-relativamente compatta. Faremo, per questo, vedere che la

derivata x' (t), a valori nello spazio L) = Lz(— % R L2) (corrz’spondehte alla

2
norma

1/2
’ . x! 22 1/2
(16) = oly={[ R ")

non & uniformemente continua ¢ non ha la traiettoria rvelativamente compatta

Posto
t

(17) x () = Zyn cos A, ¢ | £, (n) cos \, ndn + Ey,, sin A, ¢ -

o

2
ffn () sin &, 1dn = 3 3, §, () cosh, £ + Ey P (2) -

sin A, 2 = v, (¢) + v, (&),
risulta, per la (13):

g e—hnj m(;\n@_@zn))m(xﬂ(%’: 2n—v;)>sin A, M €COs A, Nd
R, —h, '
% 27 k / k
" per ";\"1” R e
o per t= LY
(18) ¢, = : n
t '
_ e"wfw(;\n(y)_._f\izn))w(k,,(é”;;}l” 27‘5—7})) sin A, 7 cos A, ndn
bn
N 2%
n per f—ZZﬁStSMZW

! : .
I per 2€],
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e, tenendo presente che f Sfa()sin A, mdn =o0:
J

”n

| ¢t [w (7\,, (7] — é"—:fi 2 7'c>> © ()\n (f\—” 2T — y))) sin? A, md

by —h,
).n 27 k h
Per )\” 2W£i<v2n
(19) ¢, (0= d \
~ ot i oo (s
kn+hn
l.” 2T
per ——2m<{r<< Fn o 2T
| ” An
\ o per t¢],

Si ha quindi, per le (18), ricordando la definizione della funzione w:

(20) 14, (@] < e—”"g fco(ln(v;—f—:zw»m()\n(é—";—tﬁ’—zn — 7))) .

A

n
kn kn 11
R 29 — ——

A'n

~sin)\,,ncosx,,v;a’v;.—}—]fsin)\,,ncosknv)a’v;\—|—
£

”n N1
Ln 27|:+——;v—;
£, + hn
2@ )
+ [w ()\n (7) — % 2#))}’(» ()\n (—'é’l)\ifl—”— 27T — 7])) sin A, m -
&y + ]"n w
T,
—A
) kg T 2 e ”
cos)xnv;dv]l§<e ”((X—I_i;): o
Dalla (20) segue, per € J:
| < )2 2mers
(21) N Uz (5 cos? lntg =-— .
n=s S
& .
La serie Y, i (%) cos? A, £ = | o, () |> converge quindi uniformemente in
n=I

J e la funzione v, (¢) ¢ percid L’~uniformemente continua in.J ed ha la tra-
iettoria L’-relativamente compatta.
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Risulta d’altra parte (osservando che ¢ o, (#) < o, (—é—z‘rc) e tenendo
presenti le (9), (19)):

A
(22) o< m< T Ourtn<2n
ne” Aye”
per # >, abbastanza grande.
Osserviamo che, per z‘e[ﬁ zn—ﬁ’iw,ﬁzn—k—;ﬁ”—n], risulta:
)\n )\" )\n 7\"
I
%, %,
£, /» .y - .
23) 00 () 2 0y ($ 27— 2 w)> e [sine, i =
E
n}‘n 2n+Tn
}z”m:
o —A, 2 EJE — oy —1 TS
=—— [ sin = 2z 2%

per » > n, > n, abbastanza grande.
Supponiamo ora di assumere # > ny; > n, tanto grande che risulti:

1/2 |
(24) —-;—+>\i<f— , /sinz)\nv;dv)z.i_.
;1/2
Si ha allora, per la (23):
1/2
£y £y
(25) “@n (—zn + 7+ )sm A, (—271:—{— 7+ ) @n(—xjm%-"z)'
—1/2

1/
-sin A, (v'{’—zn—{—v;)J dv;_ﬂcp,,<——27c—{—v;+ )-|-cp,,( 271:-}-7))]
i
- sin® A ('é— 27t—{—y;) >4 [I;nﬂ\ nd >—
Ry
Dalla (25) segue:
12

(26) i‘:ljf’f[%(t‘i"'l“f‘ )sm)\ (z‘-}—v;—l— ) cpn(z.—l—ﬁ)sin)\”(t—l—n) 2@’7)2-%‘

—1/2
e quindi, per 7 > 7,

(27) sup

te]

212<z‘—l——;7> — 7,
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Poiché lim -~ = o, la funzione v, (%), definita dalla (17), non é Li-uni-

7—>00 )‘”
Sormemente continua in | e non lo & percio, per gmmto st ¢ sopra dimostrato,
neppure la funzione x' (¢).
Facciamo ora vedere che la traiettoria di v, (#) non & L2-relativamente
compatta. Si ha infatti, per #» > #;, per le (23), (24):
a2 : 1/2
(28) /<p2 ('é—"‘ zvt—i—v;) sin? 7\”(»{6—”— 2T —l—n)dn 23] sin? A, ndn > i
#\ ", M 16 n 64

;1/2 —1/2

e, di conseguenza, per s > 7,:

1/2

(29) Zf ( 27't—}—y;>sm2)\ (“f_:ZTC"‘VI)dV] 2%'
—1/2
La serie
- 1/2
(30) z f @ (¢ + ) sint 2 (¢ + ) dn = o, 02
—1/2

non converge percio uniformemente in ] e le funzioni v, (£) e x' (£) non hanno
quindi le traiettorie Li-relativamente compatte.

Si pud infine vedere facilmente che la soluzione x (£) considerata &
E-limitata in J. Si ha infatti, per le (2), (3), (8), (17):

o

61 17O = X (G () 5in 0, £ — 0, @) cos 1,07 +
+ (9, @) sin ©, 2 4 ¢, (2) cos A, £)7}

e quindi, tenendo presenti le (20), (22):

A, \2
¢, + ¢ @%<(3£%;—J +4m*. perz€],
o per t€U]j,.

(32) lx@ ;=

Osservazione I: Sia f(¢) una funzione continua a valori in uno spazio
di Hilbert X e 51a {¥»} un sistema completo di vettori ortogonali e normati
in X; risulta allora:

(59 FO=Zni® . LO=G0 ..

Posto

(34) F(f) = j Faydn , F, ()= /fn (o) dn,
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& possibile dimostrare, con un procedimento del tutto analogo a quello seguito
sopra, che si puo prendere f (t) indefinitamente derivabile, uniformemente conti-
nua ed a traiettoria relativamente compatta insieme a tutte le sue derivate, in
modo che ¥ (¢) sia X-limitata, ma non abbia la traiettoria relativamente com-
patta nello spazio Lo (X), con norma definita dalla relasione

e
59) % Ohs = | [12 @+ D En"

—1f2

Mantenendo le medesime notazioni introdotte precedentemente e detta
{2} una successione di numeri reali soddisfacenti alla (7), poniamo:

/ e M 0)(7\n (;— ﬁ;\_ﬁzrc))w(ln(ﬁ 2T ——z‘)) sin? A, ¢

An
by — Iy Ay
per Tzngthnzn
(36) @) =1 — ¢t (7\” (z‘— —?’— 271:)) » ()\n(—é”T_'_hi 27 — z‘)) sin? A, ¢
per ﬁ—Zﬂ_gZéMZW
An An
o per z¢]J,.

In modo analogo a quanto fatto per la funzione definita mediante la
(13), si dimostra che la funzione f(¥) data dalle (33), (36) (che & ovvia-
mente indefinitamente ‘derivabile) & uniformemente continua ed ha la tra-
iettoria relativamente compatta, insieme a tutte le ste derivate.

Tenendo presenti le (19), (23) ed osservando che & o, (#) = F, (?), si ha

. /én /ln ’én }l" .
poi, per n >mn, € per t€ Kzn—)\—nn,l—nzn—l—l—nn .
™
37 F'n@ZT'

. . Vs \
Assunto 7z > 7, > n, tanto grande che risulti %g—)\-”—n, ¢ allora, per

la (37): ”

1/2

2 [ Bn 2
(38) an(Tn-zﬁ—Fn)dn >
- ‘ —1/2
e, di conseguenza, per s > #,:
- 1/2
2 As 2
(39) 2 F"(x: zn+n)dn2’f6 .
—1f2
La serie
o 1/2
(40) X |EG+ndi=|FOl:

n=tx
—1/2
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non converge percid uniformemente in J ed F (#) non ha quindi la traiet-
toria L (X) relativamente compatta.

E infine evidente che F(#) & X-limitata in J, avendosi, per le (22),
(34, (36):

1/2

(41 IF ()= E(ff an) | <o

Osservazione II. Si pud facilmente constatare che la soluzione x (¢)
considerata della (I) non ¢ E-uniformemente continua e non ha la traiet-
toria E-relativamente compatta.

E infatti anzitutto chiaro che x (#) non pud essere E—uniformemente

5) =

continua. Poiché inoltre, per la (23), per » > #,, si ha gon(\ »

>-" | la serie
4
oo
(42) > @2 (f)sin® A, ¢

non converge uniformemente e x’ (#) non ha quindi traiettoria L —relatlva-
mente compatta.

Analogamente, la funzione F (¢) data dalla (34) non ha la traiettoria
X-relativamente compatta.



