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Analisi matematica. — Swi problemi ai limiti per i sistemi di
equaziont lineart ellittici . Nota ¢V di GruseppE GEVMONAT, presen-
tata dal Corrisp. L. AMmERIO.

Negli ultimi anni sono stati ottenuti vari risultati sui problemi ai limiti
per sistemi di equazioni lineari ellittici (ved. ad esempio [1], [2], [3], [5],
(61, (8], [al, - - .

In questa breve Nota enuncio alcuni risultati su tali problemi negli
spazi di Sobolev del tipo L, che, tra laltro, generalizzano teoremi noti nel
caso di spazi di Hilbert (ved. ad esempio [2], [7],...).

I risultati enunciati verranno dimostrati ed ulteriormente sviluppati in
un lavoro in corso di redazione.

1. NOTAZIONI E PRELIMINARI. — Sia Q un aperto limitato di R* di fron-
tiera I' varietd di classe C® di dimensione 7 — 1, Q essendo da una sola
parte di T'.

Si consideri la matrice di operatori differenziali a derivate parziali a
coefficienti C* (Q) a valori complessi:

(r.0) A=A@;D)=]2; ;D)

ZJ=T1,c,me

Supponiamo che la matrice A (x;D) sia ellittica secondo Douglis—Ni-
renberg e cioé:

() Esistono degli s; ,t,€ZL,i=1,. .. ,m tali che ;i (x ;D) sia un operatore
a derivate parziali a coefficienti C* (Q) a valori complessi di ordine < s; + ¢;
dove se s; + t; <o allora l; (x ;D) = o; sia I3;(x; D) la parte principale di
l;j (x ;D) e cioé quella di ordine s; + t, ; posto

(1.2) L (x; &) =det [Z5x; E)jmrrm EeR”,x€Q
supponiamo che per ogni x € Q ¢ E4=0 sia
(1.3) L*(x; & +=o.

Si osservi che la condizione (1.3) non cambia se si sostituisce s; con s, — «
et cont+o,i=1,--,m a€Z e quindi in particolare si pud supporre
come noi faremo d’ora in avanti

(1.4) max 5; =0 min £>o0.
3

%

(*) Borsista della NATO e del C.N.R. per il 1963-64 a Parigi.
Istituto Matematico dell’Universita di Pavia.
(*¥*) Pervenuta all’Accademia il 14 agosto 1964.
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Facciamo ora la seguente ulteriore ipotesi che nel caso # = 1 coincide
con lipotesi di ellitticitd propria:
(1) Risulta

m
E (s; + t)=2r v tntero > 0;

inoltre per ogni x €U ed ogni E==0 tangente a U in x ed ogni v==0 normale
a U inx il polinomio in t€C L°(t)=L"(x; &+ ) ka esattamente r

radici < (x;E,v),k=1,---,7 con parte immaginaria positiva.
Si consideri ora la matrice
Ax; 8 =Ly x5 8 ljtmr,.m EeR" — {o},x€el

aggiunta della matrice A° (x; &) =|/Z2(x; &) |s,4=,...,m; risulta allora, come
& noto, A° (x; £ A (x; &) =L"(x;& I dove I &la matrice » X » unitaria;
¢ facile verificare che il grado del polinomio, omogeneo in & L, (x, £) &
27—, — ;.

Si consideri ora la matrice di operatori differenziali a derivate parziali
a coefficienti C® (I') a valori complessi
(1) B=B(;D)=|By(x,D)lr...,

J=t,em

e si faccia la seguente ipotesi:

(1) Esistono dei 6,€Z,q =1, --,r tali che B,; (x; D) é un opera-
tore a derivate parsiali a coefficienti C* () a valori complessi di ordine
<o, + ¢, dove se 6, + t; << o allora B, (x;D) = o; sia B);(x;D) la parte
principale di B, (x ;D) e cioé quella di ordine o, + t;; posto poi

C@;H=1Cu @ Dle=rir =By (%5 Dly=r,onnr A (23 )
per ogni x €', per ogni h = 1,---,m, per ogni & =0 tangente a I' in x ed
ogni v==0 normale a T in x i polinomi in 1€C:C.p(x; &+ w),---

<o, G, (x; E 4 7)) sono linearmente indipendenti modulo H (t—=i (x;€, V).
k=1

A proposito della ipotesi (II) si osservi che ovviamente il grado del

polinomio in 7 L°(x; & 4 1v) & E (s; +¢) e quindi se z > 3 l'ipotesi (II) &

una conseguenza dell'ipotesi (I).

Per quanto riguarda lipotesi (III) si osservi che nel caso 7 = 1 essa
significa che il sistema {B,},—, ricopre l'operatore A.

Si studia il problema ai limiti

> > in Q
(1.6) 3 Aﬁ =£ "
Bu=g su T’

i

— -
con o = (uz ""yum>’f=<.f1"")fm)’g= (g1>""gr>’
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Sia/; = max (0,6, + I ,---, 6, 4 I); per ogni p reale con 1 << p < + oo
e per ogni £€N si consideri 'operatore lineare e continuo

— — — —
u——> T, 0 = (Aw, Bu)

di TT Wy ™54 @ in T Wy =5 @x I wp = .

J=1I J=1
Grazie alle maggiorazioni a priori (vedi ad esempio [1] e la bibliografia
ivi citata) si verifica facilmente che risulta

Ker Ty, ={n €[C® @) ; Au = 0, Bu = o}

e quindi Ker T, ; non dipende né da p €] 1, + oo néda £2€N ed & di dimen-
sione finita, inoltre Iz T, ; & chiusa.

Si pone in maniera naturale il problema di sapere se T, ; ¢ un operatore
ad indice (e ciot se (T, = dim Ker Tye — codim I Ty 3 << + o0); a
‘tale problema verra data una risposta affermativa ottenendo cosi in parti-
colare un teorema dell’alternativa per il problema (1.6); si fard inoltre vedere
che y (T4,z) non dipende né da p€] 1, + oof né da 2€N.

2. ESISTENZA DELL’INDICE ED APPLICAZIONI. — Si dimostra innanzitutto
il seguente
TEOREMA 2.1. — Nelle ipotesi fatte su Q e sotto le ipotesi (1), (II), (111) su

> m)
Ae B per 1 << p<<-+ oo, per FEN datof=(f,,'u,fm)EH.W;‘_’J"M(Q)

J]=1
- 7 - > - ad
e o="(pr, -, 0) e IR W™ * 7 () esiste & (f; 9) e [T W*5+4(Q) zate
g=1 J=1

— - - > >
che (f; @) ——> R (f; @) sia una applicazione lineare ¢ continua e

VARG =+ 359
? BR(f59=0+SUi0)
con (}),Z) —_— (_) (_>; ;)) ,E (}’) ; :p))) applicazione lineare e continua di

m

H W;I.—:jq.k(Q) X I‘IWZI—cq—|—k—-x/p (1-1) n ij;—:j’.+é+x (Q) %
g=1

? e

J=1
x JIWzcott=+ray.
g=1

Usando poi alcuni risultati di analisi funzionale ed i risultati di [1] si
dimostra il seguente teorema che risolve il problema posto alla fine del n. 1.

TEOREMA 2.2. — Nelle ipotesi fatte su Q le seguenti affermazioni sono equi-
valenti:
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(i) le matrici A ¢ B verzﬁamo le condizioni (1), (II), (I111) del n. 1,
(ii) posto I, = max (0,06, +1,---,06, + I) per p reale, p€l1, -+ oo,

per k€N [loperatore u —_ Tl,ku—— (Au Bu) ¢ lineare e continuo da

H Wz,-rt Q) in I_IVVZI—-v Q) x HWZI““ FETEDY od ammette un

=1 g=1
indice y (T44).

E interessante dimostrare che % (T4,%) non dipende né da pe€]r, + oof
né da 2€ N; e cid anche in relazione con i recenti risultati annunciati da
Atiyah-Singer-Bott (vedi [4], [5]).

Si ha in proposito il seguente

TEOREMA 2.3. — Nelle ipotesi fatte su QA ¢ B y (T, ) & un numero intero
che non dipende né da p € 11, + oo né da k € N; tale numero verrd detto indice
del problema ai limiti (1.6) e verra indicato con y (A, B).

Per dimostrare tale teorema poiché ovviamente KerT,; non dipende
né da p€jr, + oof né da %€ N basta dimostrare che codim I» T, ; non
dipende né da p né da 4. Per tale dimostrazione si usano i teoremi di
Sobolev ed il seguente

TEOREMA 2.4 (di Grisvard). — Siano E., E, due spazi vettoriali topologici
localmente convessi e separati. Supponiamo che siano verificate le seguenti
ipotesi.

() E. & denso in E, e l'iniczione canonica j di E, in B, & continua;
(i) A; ¢ un sottospazio chiuso di E,,i = o0, 1;
(i) A, ={x€eE, ;7 (x) €A};
(iv) A, é di codimensione finita in E,.
Allora codimg, A, = codimg, A,.

3. APPLICAZIONT ALLA TEORIA SPETTRALE. — Sia X, ; = H WI‘“‘ + (),
J=1
1 <p<<+ oo, £€N e sia A,; l'operatore lineare in X, ; di dominio

D (A, = uel"[w’ AT Bu—o}
=
definito da Ap,k U = Au.

E facile vedere che A,; & un operatore non limitato chiuso e con im-
magine chiusa in X,;; inoltre A,; considerato come operatore lineare e
continuo da D (A, ;), munito della norma del grafico, in X, ; ammette indice
X (Ap,z) per ogni p€]1, 4 oof ed ogni %€ N; tale indice & indipendente da
P e da £ e si indica con ¥ (As).

Indicherd con p (A, I'insieme risolvente di A,; e con o (A, lo
spettro di Ay ;.

Si ha allora la seguente

PROP. 3.1. — () o (Ay2) non dipende né da pelr, + oo, né da % € N;

(i) 6 (Ap) = C oppure c (Ay) é un insieme discreto semza punti di
accumulazione al finito;
(iii) condizione necessaria perché ¢ (Ayp)==9 & che y (Ag) = o.
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