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Analisi matematica. — Sui problemi ai lim iti per i  sistemi di 
equazioni lineari e llittic i(*b Nota (**} di G i u s e p p e  G e y m o n a t , presen­
tata dal Corrisp. L . A m e r i o .

Negli ultim i anni sono s ta ti o tten u ti vari risu lta ti sui problem i ai lim iti 
per sistem i di equazioni lineari ellittici (ved. ad esempio [i], [2], [3], [5],
[6], [8], [9], • • .)•

In  questa breve N ota enuncio alcuni risu ltati su tali problem i negli 
spazi di Sobolev del tipo che, tra  l’altro, generalizzano teoremi noti nel 
caso di spazi di H ilbert (ved. ad esempio [2], [7], . . .).

I risu lta ti enunciati verranno d im ostrati ed u lteriorm ente sviluppati in 
un lavoro in corso di redazione.

1. N o t a z i o n i  e  p r e l i m i n a r i .  -  Sia £2 un aperto lim itato  di R " di fro n ­
tiera r  varietà di classe C°° di dim ensione n — 1, £2 essendo da una  sola 
p arte  di V.

Si co n sid era la  m atrice di operatori differenziali a derivate parziali a 
coefficienti C°° (£2) a valori complessi:

O-O A  =  A  (^ ; I>) =  I /,y ; D) I,-

Supponiam o che la m atrice A  (x ; Dj sia ellìttica secondo Douglis-Ni- 
renberg e cioè:

(I) Esistono degli s{ , ti e Z , 1 =  1 , • • •, m tali che liy- (oc ; D) sia un operatore 
a derivate parziali a coefficienti C°° (£2) a valori complessi di ordine <  s{ -f- tj 
dove se s{ -f- tj O allora l£j  (x ; D) — o; sia l°ij (oc ; D) la parte principale di 
lij (x ; D) e cibò quella d i ordine s{ +  tj ; posto

C1-2) L° O  ; l) =  det \l°y-(x ; £ ) | | , ^ e R M , x  e Ù

supponiamo che per ogni x  G £2 e H, =f= o sia 

(i -3) L° (x  ; £) =}= O.

Si osservi che la condizione (1.3) non cam bia se si sostituisce s£ con s£ — a 
e t£ con t{ -j- a , t =  1 a e Z  e quindi in particolare si può supporre
come noi farem o d ’ora in avan ti

(14) m ax si =  o m in t->  o.

(*) Borsista della NATO e del C.N.R. per il 1963-64 a Parigi. 
Istituto Matematico dell’Università di Pavia.
(**) Pervenuta all’Accademia il 14 agosto 1964.



36 Lincei -  Rend. Sc. fis. m at. e na t. -  voi. X X X V II -  Ferie 1964

Facciam o ora la seguente ulteriore ipotesi che nel caso m  =  1 coincide 
con Pipotesi di e llittic ità  propria:

(II) Risulta

2 ) C$7 +  tt) — 2 r r intero >  o;
i— I

inoltre per ogni x  € T ed ogni %=\=o tangente a T in x  ed ogni v =j= o normale 
a r  in x  il polinomio in t  e C L° (t) =  L° (x ; £ -f- tv) ha esattamente r  
radici t t  (x ; % , v) , k  =  1 , • • •, r con parte immaginaria positiva.

Si consideri ora la m atrice

a ( x ]  %) =  I hyk (x ; l) l y , . -  { o } , i e r

aggiunta della m atrice A° ( x  ; £) =  || l?& (x  ; £) ||i,£ = ; risu lta  allora, come
è noto, A° (x  ; 5) & (*  ; £) =  L° (a: ; £) I dove I è la m atrice m  X  m  unitaria; 
è facile verificare che il grado del polinomio, omogeneo in £, LyA 
2 r  — sh — tj.

Si consideri ora la m atrice di operatori differenziali a derivate parziali 
a coefficienti C°° (T) a valori complessi

(1.5) B =  B (# ; D) =  I B?y (x , D) j|?
j  = i , • • •, m

e si faccia la seguente ipotesi:
(III) Esistono dei 07 e Z , q — 1 , • • •, r tali che Bqj  (a: ; D) £ opera­

tore a derivate parziali a coefficienti C°° (T) a valori complessi d i ordine 
<L aq +  tj dove se aq +  tj << o allora Bqj (x ; D) — o; sia (a; ; D) /# parte 
principale d i Bqj (x ; D) e cioè quella di ordine <sq +  t/f posto poi

5) J , _ a  (x ; $)
L _ _ ^ * __ _ _ '

per ogni x  e V, per ogni h =  i , • • •, m, per ogni % =j= o tangente a V in x  ed 
ogni v =]= o normale a V in x  i polinomi in t  € C : Q   ̂ (a: ; £ +  tv) , • • •

r

• ••, CrA (a: ; \  +  tv) ^0^0 linearmente indipendenti modulo n  ( t —Tt  (x-,l,v)).
k — I

A  proposito della ipotesi (II) si osservi che ovviam ente il grado del
m

polinomio in t  L° (x  ; \  +  tv) è 2 * G*V +  O  e quindi se ^  >  3 Pipotesi (II) è
2=1

una conseguenza dell’ipotesi (I).
Per quanto  riguarda Pipotesi (III) si osservi che nel caso m — 1 essa 

significa che il sistem a { B q}l=1 ricopre l ’operatore A.
Si stud ia il problem a ai lim iti

(1.6)
\ a Z = 7  in n

\ b u =  g  su r

con u  =  («, , • • •, um) , f  =  ( j x , • • • J m) , g  = (g *  > ■ ■ ’ ; g r ) -
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Sia lx =  m ax  (o , gz -fi i , • • •, ar +  Oi Per °gni P reale con I <  <C +  00 
e per ogni k  6 N si consideri l’operatore lineare e continuo

u ------> TP)kU =  (Am , Bu)

m m r

ai n ^ + '-,' + i (Q) m n w ^ + i ( Q ) x n w ^ ^ i ' , t f(T).y== 1 j  = 1 ^=1
Grazie alle m aggiorazioni a priori (vedi ad esempio [1] e la bibliografia 

ivi cita ta) si verifica facilm ente che risu lta

K erT p,k = { u e  [C°° (£2)]™ ; Au — o , Bu =  0}

e quindi K er non dipende né da p  e] 1, +  00[ né da k e N ed è di dim en­
sione finita, inoltre Im  T b chiusa.

Si pone in m aniera natu ra le  il problem a di sapere se TPik è un operatore 
ad indice (e cioè se x ('Tp,k) =  dim  K erT Pìk — codim Im TPfk << -fi 00); a 
tale problem a verrà d a ta  una risposta afferm ativa ottenendo così in p a r ti­
colare un teorem a dell’a lte rn a tiv a  per il problem a (1.6); si farà inoltre vedere 
che x ( T ^ )  non dipende né da p  e] 1 , -fi oo[ né da k e N.

2. E s i s t e n z a  d e l l ’i n d i c e  e d  a p p l i c a z i o n i .  -  Si dim ostra innanzitu tto  
il seguente

TEOREMA 2.1. -  Nelle ipotesi fa tte  su £l.e sotto le ipotesi (I), (II), (I II)  su
tn\

A  e B per 1 <  p  <  -fi 00, per k e N dato /  =  ( / x , • • • , / OT) e J J  W /]\ —-s ì + ^ (fi)

e ? =  (?*>■ v) e n  w;A — °/7 +  ̂—T/P CO esiste St ( / ;  <p) e J l  W l' +ti  + i  (Q) tale

che ( f  ; <p) — —> St ( f  ; <p) applicazione lineare e continua e

\ a I ( / ; 9 )  = /  +  ! ( / ;  J )

I B SI ( /  ; <p) =  9 +  5  ( /  ; <p)

-  ̂  ̂  ̂  ̂ ^
con ( / ,  <p)

I I w ;A —sj +

> ( /  ; 9) , S' ( /  ; 9)) applicazione lineare e continua di

m
+ k— *!P /(O) X t»  J l  W /*-'./ + * + , (Q) X

x l l w f i
? = I

— o +  ̂— IIP + I
CO-

U sando poi alcuni risu lta ti di analisi funzionale ed i risu lta ti di [1] si 
d im ostra il seguente teorem a che risolve il problem a posto alla fine del n. 1.

T e o r e m a  2.2. — Nelle ipotesi fa tte  su £2 le seguenti affermazioni sono equi­
valenti:
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(i) le matrici A  e B verificano le condizioni (I), (II), (III)  del n. 1;
(ii) posto P =  m ax (o , a, +  I , ■ • - , ar +  i) per p  reale, p  e ]i , +  oo[,

per k  e N l'operatore u ----- > TPik u  =  (Ku  , Bu) è lineare e continuo da
m m r

I X 'W V ^ L ^ )  ^  ed ammette unP j = i P <7=1 P
indice x (Jpfi-

È interessante d im ostrare che x (Tpf i  non dipende né da p e ] i  , +  00[ 
né da k  6 N; e ciò anche in relazione con i recenti risu lta ti annunciati da 
A tiy ah -S in g er-B o tt (vedi [4] , [5]).

Si ha in proposito il seguente
Teorema 2.3. — Nelle ipotesi fatte su & , h e  B X (TP, k) è un numero intero 

che non dipende né da p  e ] 1, -j- 00 [ né da k e  N; tale numero verrà detto indice 
del problema ai lim iti (1.6) e verrà indicato con y (A , B).

Per dim ostrare tale teorem a poiché ovviam ente K e r T Pik non dipende 
né da p  e]  1 , - f  00[ né da k  6 N basta dim ostrare che codim Im TPìk non 
dipende né da p  né da k. Per tale dim ostrazione si usano i teoremi di 
Sobolev ed il seguente

TEOREMA 2.4 (di Grisvard). -  Siano E x , E0 due spazi vettoriali topologici 
localmente convessi e separati. Supponiamo che siano verificate le seguenti 
ipotesi:

(i) E x è denso in  E0 e V iniezione canonica j  di E x in E0 è continua;
(ii) è un sottospazio chiuso di E? , i =  o , 1;
(iii) A, =  { x e  E, \ j i x )  eAo};
(iv) A 0 e di codimensione fin ita  in  E0.

Allora c o d in g  A0 =  codimEl A x.
m

3. A pplicazioni alla teoria spettrale. -  Sia XPìk =   ̂(O),
j  = 1 p

1 <  p  <  +  00, k e N e sia A Pik l’operatore lineare in Xp>k di dominio

D (A*,*) =  {u 6 n W '1 + */+ * (£2) ; Bu  =  o}
j = l  P

— —> 
definito da A Pìk u  =  Au.

È facile vedere che A Pìk è un operatore non lim itato  chiuso e con im ­
m agine chiusa in X ^ ;  inoltre A P)k considerato come operatore lineare e 
continuo da D (AP)k), m unito  della norm a del grafico, in X p^  am m ette indice 
X (Ap,k) per ogni p  e ]i , +  oo[ ed ogni k e N ; tale indice è indipendente da 
p  e da k e si indica con x (Ab).

Indicherò con p (Ap,k) T  insieme risolvente di A Pìk e con a (APìk) lo 
spettro  di A Pìk .

Si ha allora la seguente
Prop. 3.1. -  (i) p (A ^) non dipende nè da p  1 , +  oo[, nè da k e N;

(ii) <7 (APik) =  C oppure a (Ap,k) è un insieme discreto senza punti di 
accumulazione al finito;

(iii) condizione necessaria perché p (AP)k) =j= 0 è che x (AB) =  o.
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