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Analisi matematica.

Sulle tracce di un certo spazio funzionale.
Nota ® di BrRuno Pini, presentata dal Socio G. SANSONE.

Sia S lo spazio delle funzioni ¢ (x) a decrescenza rapida su R» (spazio
euclideo reale z—dimensionale); sia

3(x) = f £ o (3)dy
Rn

Sia f(x) una funzione misurabile positiva tale che f(x) << C (1 + |z |*)™,
1/f () < C (1.4 |x|?)” per una certa costante positiva C e un certo intero ;
indichiamo con H, lo spazio di Hilbert ottenuto per completamento di S
rispetto alla norma

IlcpH}=ff<x>|<f><x> Pdx ©,
Rn

Se f(x)= (1 +|x|?)* H, si suole indicare con H* e questo spazio
trova importanti applicazioni nello studio delle equazioni ellittiche. Se

F(®) = X (1 + 22, il corrispondente spazio H; (H™'*' ") ha trovato
' k=1

applicazioni nello studio di certe equazioni ipoellittiche (quasi—ellittiche) .
Nelle righe seguenti, posto

(I> P(J‘,O')=sz”’62m_|-52n_|_czn

con m ed » numeri naturali tali che m <7 <2m (s, c€R), consideriamo
lo spazio H; con f=1 + P (s, 0), per quel che riguarda le sue tracce su
rette; denotereno tale spazio con Hp (R?).

Al polinomio (1) si puo6 associare il polinomio differenziale

(2) P (:D,,D,) = D" D3” + (— 1)" D" 4+ (— 1) D3"

che & da ritenere il piti semplice esempio di operatore ipoellittico non ellit-
tico e non pseudoparabolico (quasi-ellittico) ®). Tale operatore rispetto agli

(*) Pervenuta all’Accademia il 17 giugno 1964.

(1) Per tali spazi, studiati da Deny, Malgrange, Hérmander, . . ., cfr. L. HORMANDER,
Linear partial differential operators, Springer—Verlag, Berlin 1963.

(2) Cfr. M. . PAGNI, Swlle tracce di una certa classe di funzioni, « Atti Sem. Mat. Fis. Univ.
Modena », XI (1962); M. PAGNI, Problemi al contorno per una certa classe di equazioni lineari
alle derivate parziali, ibidem, in corso di stampa; B. PINI, Su un problema tipico relativo a una
certa classe di equazioni ipoellittickhe, in corso di stampa su « Atti Acc. Sci. Istituto di Bologna ».

(3) Cfr. P. P. M0sSOLOV, Su! primo problema generalizzate di valori al contorno per una
certa classe di operatori differenziali, 1, 11, «Mat. Sbornik », 57 (1962) e 59 (1962) (in russo).
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ellittici, ai parabolici, ai pseudoparabolici (quasi-ellittici) presenta la diffe-
renza sostanziale di possedere piti di un sistema di rette caratteristiche reali.
Dalle ovvie inclusioni H*” (R*)C Hp (R?)C H” (R”) segue Hz”—7—1/2 (R)C
C% HpCH"—/=1/2 (R); come avviene nel caso parabolico e pseudoparabo-
lico le tracce su rette caratteristiche si differenziano da quelle su rette non
caratteristiche.

1. TRACCE DI H, SU RETTE CARATTERISTICHE, — L’equazione
(3) (_ I‘)mszm)\'zm_l_szn_,_(__ I)”)\Z”ZO

ha tutte le radici nulle solo per s =0 e O(s) per s— 0; possiede 2 7 radici
del tipo a;|s|*=mm 4 O (|s|*—"/") per |s|— 4 co,m delle quali con
hea; <0 ed m con Reoa;>o0; possiede 2 (n — m) radici del tipo
Bj|s[e=m 4 O (|s|r—m) per |s|—+ oo, n — m delle quali con Ref;>o0
ed 7 —m con ReP; <o @. Indichiamo con A, Ay, -y Ay s, - 5 A, le
radici per cui Rea; <o e Kep; <o.

Indichiamo con V (s) il determinante di Vandermonde di ordine 7 che
ha (7%, K7 come riga di posto s, e conV; (s, ¥) il determinante otte-
nuto da V sostituendo la riga di posto j + 1 con (exp (A %), - -, exp (A, ).

+ o
@ w@N= Do [T HOV AV E = 3 )

¢ soluzione formale del problema P (:D,,¢D,)u = 0 per y > o, Df;uly:o:
= @, (x) per j=o0,1,---,7# — 1. Proviamo che:

Se @.i(x)ES,OSjSW—. 1, allora u(x,y)€Hp (R (RS = {(x,9);
—00<x<+00,3/20}),Dju(x,o)=<pj(x)g

m—1 n—1
[ 2 |lmp < COSt-( 2119 |lan— 110 (5 mypm ,;,, | TR ——————— —m)>~ :
Jj=o : =

Prolungando #; con lo zero per ¥ <o si ha

472

+2 R?
RJ, E

/ | DiDju; |* dxdy = — f | D% DE ;|2 ds do.

Indicando con V,, (s) il determinante ottenuto da V (s) sopprimendo
la riga di posto 7+ 1 e la colonna di posto 7, si ha

2o (— 1V VikaE
,,E=, [V [2 (0 + 46) (A, — io)

/\\_/
DIy = 57 & )

(4) Cfr. B. PINI, Swlla classe di Gevrey delle soluzioni di certe equaszioni ipoellittiche,
« Boll. U.M.I.», 18 (1963).
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e quindi
N RIS o ”
/leDy%/!dc——2”3”|¢’f|r_l VEO, +3)
R T
Risulta V (s) = O (| s|™ —"/?) per | s|— 4 oo. V;, (s) & il prodotto del
determinante di Vandermonde di A, -+, iy, Mpr,- -+, A, per la somma

dei prodotti di queste A prese a #—1—j 7 a »n— 1 —j; percido, per
|s|—=400, V,()/V(s) e O(|s[t¥) con vy (j)=—j(n—m)m se j<m —1,
I<m; vy()=—jm|n —m)+n(m—1)(2m —n)lm(n—m)se j>m—1,
I<m; ()= —jn—mm—n(em—min—m) se j<m, I>m
YG) = —jmlin —m) se j>m,i>m.

Con calcoli banali si riconosce che affinché D. D% u; €L (R)?) per
h=mn,k=0;h=0,k=n e per h=rk=m, occorre e basta che sia |%;|*:
(14| 5| ) CitDE—min e, (R) per 0= j < m —1, |8, | (14| s|)er—2/—nmiti—m e
eL(R)perm<j<n—1, esiha|lu ||HP < cost. || 9, ||gn— G+1/2) e —mym S€
o<j<m—1,|ul|u,<cost. | ¢ |[gu—s—re)mu—m s€ M<j<n—1.

Dimostriamo ora che:

Se F(x,y)€S, allora

m— 1 n—71I

Y IDIF (x, 0) e+ s mim + 2 | DIF (2, 0) [ pn—s— 12y min —my <
Jj=o0 J=m
< cost. || F HHP'

Da questa e dalla precedente proposizione segue che:

L’ applicazione F (x,y)—~ (F(x,0),D,F(x,0),---,D; " "F(x,0) i
SR in S(R) X---X SR) sz prolunga in un omomorfismo di Hp (R?) su
Hr—@—ml2m (R)x - - - x H7/2—m) (R).

Si osservi che se m =n/2 allora Hp(R?)=H"(R?) e si ritrova un noto
teorema di tracce relativo ad H” (R?). Si osservi anche che 4m — 27 — 1>
>@nrn—2j—)ml/n—m)>2n—27j—1 per n—1>7>m e 4m —
—2j—1>2n—2j+1)(m—m)m>2n—27—1 per 0 < j <m.

\

Ovviamente & equivalente a || F|ju, la norma

(/Po +|s|,6)|F|2dsdc>I/2
liz

Poniamo |o| = (1 +|s|)* con & >o0. E max (2 #fau, 2 m (1 + a)jor, 27%) =
=2nfase o< a<l(n—m)m,=2m(1+a)a se(n—m)/m<oc<m/(n——m)
= 27 se o> m[(n — m). Conseguentemente

62/ < cost. (P (1 + | s, 0)2D
con §(j)=uwjjn per o<a < (n —m)/m ,3(j) =aj/(1 + o) m se (n—m)jm <o <
< mjin —m), 8 (j) =jln se a =ml(n —m); §(j) = o per |o| < 1. Percid

—~ ‘ 2
f(l + P(s,0) 2| Dy F|?dsdo < cost. || F|up.
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Poniamo ora 6 (j) = (27 — 27 — 1) m/(n — m) se J=m,0(j)=2n—
— (@274 1) (n—m)m se j<<m. Si ha

(14 |s])o femD;'F(x,o)dxz—# f(x+|s|>°<f>/eD;'F<s,o>do2g
R R
[y 8(/)
I I— 2 J 2 . (1+‘5|>
£4n2 [(I + P(s,0) 2| DIF |°ds /(1+P(s,s))""§(j) do.
R

R

Bastera provare che I'ultimo integrale scritto & limitato al variare
di s. Spezziamo R neglintervalli |o|<1,1< o] < (14| s|)er—rim,
(14 [sPe=min <|o| < (1 + |s|)me—m, |o| = (1 4 |s|)"»—m  Sostituiamo
il denominatore con (P (1 +|s]|, o))*—30,

Sia m < j <#n — 1. Allora

(I+|s|)(2n—2j—1)m/(n—m) I

P(I+|.S‘|,G) G < (I+|s|)2n-z—(2n—2j—1)m/(ﬁ—m) )
lo| <1
at
I-I—tzn ’

2] <1/ +]sD

avendo posto 6 = (1 +|s)f; perj=m e2n—1— (2n—2;7 — 1) m|(n — m)>
=2 —m)+ (2m — n)|(n — m).

: (2‘”—2]"—1)”2/(”—7”) .
(a+1sD) _ do < ——dt—.—<—|—oo,
(P (14 |s],0)) 7 @42
fo]= @+ |s|ymllr—m) iz '

avendo posto ¢ = £ (1 + |s|)" =" (perché 2 (n — ;) > 1).
/ (I _l_]s')(zn——zj—«x)m/(n_m)

' (P(1+|s], o) 7 rlmn °s
1< o] <4 | N
I dt ~
(I 4 |X|)"(2m_”)/(”—m) (1 +tzm)1—j(n—m)/mn ’
o< |t <1

avendo posto o =¢(1 + |s|)*="  poiché § (/) =ajn < 7 (e — m)|mn
ted ¢ 2m — 27 (n — m)[n > 1). Posto infine ¢ — (1 + | s|)* si ha

(I —I—l5|)(2n_2j_l)m/(n_m)

(P (14| 5], o) —mG+a “° =
G+ s PE=MIM < 6| < 4 | 5|yl —m)
mf(n—m)
—, (g [P T27IMO g (1 s ) (s, 2
| (14 ||y +eme =0/ G 1—zm
(n —m)[m

Allo stesso modo si tratta il caso di j < .
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2. TRACCE DI H, SU RETTE NON CARATTERISTICHE. — Poniamo £ = ax —+
+ By, n=vyxr + 3 con a,P,y,d numeri reali diversi da zero tali che
ad — By =1; percio =0 e £ =0 non sono rette caratteristiche. Proviamo che:
Se F (&,n)€S, allora per o <j<<n—1 riesce

| DA F (%, 0) [lynmi— e myporm < coSt. || F [Jip -

Con scelte opportune di «, 8, v, 3 si pud far si che D, sia la derivata

normale a % = o. :

~ Siosservi che 27 —2; — (n —m)m < 2n— (25 + 1) (n — m)|m per
0 < j < (il segno di eguaglianza sussistendo solo per j=0) e 272 — 2 —
—n—m)m < (2n—2j—1)m|ln —m) per m <j<mn—1. Se m = nf2
si ricade nel noto teorema di tracce relativo ad H” (R?).
N Posto F (%, 7)) =0 (x,y),as + yo =5, Bs 4 36 = o, poiché f;‘(s ,0) =
D (s,d), si ha

f(l + P (25 + yo, Bs + 80)) | F (s,0) |2a’:a’c=/(1 + P(s,6")) [(f)(s’, o) [2ds do’.
R? R®
Supponiano

62/ < cost. (1 4 P (as + yo, s + So))@ U9,

Allora 7
(1 + | s|)er 2= /e"“i D; F (%, 0)dE l =
R
1 . gyt 2
= e (1 + lsl)n-—J—(n——M)/zm DnF<S, G)dG <
R
= I

sz(x + P (s + v, fs + 80)) | F (s, 0) |* do-
R

d (14 P(as + yo,Bs + 3c))" =

L’affermazione sard provata non appena si sia dimostrata la limita-
tezza dell’ultimo integrale scritto al variare di s.

Ovviamente si puo sostituire 1 4 |s| con |s| e supporre |s| > 1. Posto
6 =s¢ si ha

4 P (as+y0, Bs + 86) = 1 + 097 (oft + )7 (B¢ -+ 8™ + 027 (aft + v)n 4
_I_ G2" (B/t __I__ 8)2;1.

Fissato e positivo abbastanza piccolo (seguiranno precisazioni) indi-
chiamo con I, lintervallo |/ + v|<¢, con I, lintervallo |B/z+ 3| <ce
e con I, la parte residua dell’asse z In I, si ha |as 4+ yo|> €|o],
|Bs 4+ 36| >c¢|c| onde

) 02/ < cost. (1 + P (as + yo, Bs + a))ilzm,
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Poniamoci ora in I,. In I, si ragiona in modo analogo. Anzitutto se
o] <2, poiché |as+ yo|<c|o|, risulta |s| limitata; inoltre sussiste
ancora la (5). Supponiamo |6 |> 2. Posto a/f + y = 7 si ha

1+ P(as 4 yo,Bs 4 86) =1 + o7 w27 ((1 + Br)/w)*” + o7 12n +
_I_ o2” ((I _|_ B,-O/a)zn ~ I + g4m g2m __|_ o2
se si prende € < 1/|@|. Poniamo | t| =¢|o|[~*,0 << A. Poiché

G4m—2mk €1‘7\<(2m—7zm
(6) 1 - |0-|4m—-2mx €™ 4 527> cost. % I I P )/

o2” per A > (2m — n)/m,
si deve assumere
(2 m — mx) per A < (2m — n)/m
™) o= i B
Jln per A > (2m — n)jm.

Studiamo ora l'integrale

lezn—zj—(n—m)/m .
R[ (1+ P(as 4 yo,Bs 4 3a))" ™ @
Se |as+yo|>c¢|o]|,|Bs+3|>¢c|c|, si ha w=j/2m; posto ¢ =st
si ha

|s'2n—2j—(n——m)/m 2n—27+ (2m—n)m

. do << cost. K ,
. (1+P(as+y0, Bs+ 30))" 727 2
|ast+yo|>e|a| Fl<e

[Bs+30|>zlo]
|J’ |2n—2j+(2m——n)/m
~+ cost. dt,

(1 + P (set, set))r —72™
2] >¢

dt +

avendo scelto ¢’ (< ¢) in modo che sia o <e <|afy|, < |B/8]. Il primo
integrale ¢ limitato perché 47 >2n 4 (2 m — »)/m; il secondo si maggiora con

+ o0
|3 ‘2n—2j+(2m—n)/m
cost.f dt <+ oo.

gdm—2j ygam—zoj

El
Poniamoci ora in I;. Consideriamo
l % lzn—zj—(n—m)/m

(1 + P (s + vo, Bs + 80)*—©

|as+yo|<e|o|
lo|>2

Poniamo ¢ = st e v 4 o/t = 7. Da |o| >2 segue |#|> 2/|s| e quindi
|(* — y)Je| <|s|/2, condizione questa certamente soddisfatta se |s| & con-
venientemente, grande perché |t|<{e. Per stabilire la (6) abbiamo posto
| 7| =¢|c|~*; allora | 7] =c¢| (v — y)[as A

Per fissare le idee supponiamo I > y > 0. Scegliamo ¢ in modo che,
oltre a soddisfare le condizioni gia richieste, sia tale che e <vy,y + e<<1I.

3. — RENDICONTI 1964, Vol. XXXVII, fasc. 1-2.
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Spezziamo lintervallo |7|<<e neglintervalli o< t<e¢,—e<t<o0 e
corrispondentemente spezziamo [lintegrale scritto. L’integrale relativo a
0 < v < ¢ si maggiora con

€
1si2n—2j+(2m-—n)/m a]
cost. A
(I +J‘4m(1/(Y—T))2m+SQn)I—w

Per A <<M, con M costante positiva fissata a piacere, si puod sostituire
v — 7 con (y — 1)*; poiché dtv ~ (Ig|s|/| s |*) @), I'integrale si maggiora con

M
. 2n—27+ (2m—n)/m 1
COSt. [J‘| 7y g)“" d)\_{_
J o4 sprTEmh L EmyrTe gk
+ oo
+ cost. [‘ SP”*Q/-F(?m——n)/m 1|g|l‘;' .
R)
M

Scegliendo M > 2 # + (2 m — n)/m, il secondo integrale & limitato.
Tenendo infine presenti le (6) e (7), il primo integrale si maggiora con

(2m—mn)|m

[s[prmeitEmmnin g
cost. |5 |@m—2mh) —dl@m—mh) ) |k ot
o
M .
P A e L M
+ cost. |s[P7 G [s* <o

(2m — n)[m

Analogo ragionamento per — ¢ < v < 0.



