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Analisi m atem atica. —  Sulle tracce di un certo spazio funzionale . 
N o ta (#) di B r u n o  P in i, presentata dal Socio G. S a n so n e .

Sia S lo spazio delle funzioni 9 (x) a decrescenza rap ida su K n (spazio 
euclideo reale ^-dim ensionale); sia

9 (x) =  J e i{-x’y') 9 (y) dy  .

Sia f  (x) una funzione m isurabile positiva tale che f  {x) <L C (1 +  | # | 2)^, 
i / f ( x )  < C  ( l +  | x \ 2)m per una certa costante positiva C e un certo intero m; 
indichiam o con H j  lo spazio di H ilbert o ttenu to  per com pletam ento di S 
rispetto  alla norm a

li ?  1 1 } = / / w  l ?  w  I2^  (i).
R*

Se f ( x )  =  (i + 1 x  |2)J, H f  si suole indicare con e questo spazio 
trova im portan ti applicazioni nello studio delle equazioni ellittiche. Se

n

f  (x) — 2  C1 +  Xkfk> il corrispondente spazio Hy ■ ( jp 1’*2’“ ’**“) ha trovato
k=i

applicazioni nello studio di certe equazioni ipoellittiche (quasi-ellittiche) (2). 
Nelle righe seguenti, posto

(!) p  (s , <t) =  J2™ G2m +  S2n +  <72”

con m  ed n  num eri n a tu ra li tali che m <Cn <  2 m (s , cr G R), consideriamo 
lo spazio H f  con /  =  1 T* (s , 0), per quel che riguarda le sue tracce su 
re tte ; denotereno tale spazio con Hp (R 2).

Al polinomio (1) si può associare il polinomio differenziale

(2) f (i d x , iD y) =  d  r  D*y m +  ( -  0 -  D r  +  (—  o r

che è da ritenere il più semplice esempio di operatore ipoellittico non ellit
tico e non pseudoparabolico (quasi-ellittico) (s). Tale operatore rispetto  agli

(*) Pervenuta all’Accademia il 17 giugno 1964 .
(1) Per tali spazi, studiati da Deny, Malgrange, Hòrmander, . . ., cfr. L. HÒRMANDER, 

Linear partial differential operators, Springer-Verlag, Berlin 1963 .
(2 ) Cfr. M ..P A G N I, Sulle tracce di una certa classe di funzioni, « A tti Sem. Mat. Fis. Univ. 

Modena », XI (1 9 6 2 ); M. PAGNI, Problemi al contorno per una certa classe di equazioni lineari 
alle derivate parziali, ibidem, in corso di stampa; B. P in i ,  S u  un problema tipico relativo a una 
certa classe di equazioni ipoellittiche, in corso di stampa su « A tti Acc. Sci. Istituto di Bologna ».

(3) C fr. P. P. MOSOLOV, Sul primo problema generalizzato di valori al contorno per una 
certa classe di operatori differenziali, I, II, «Mat. Sbornik », 57 (1962) e 59 (1962) (in russo).
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ellittici, ai parabolici, ai pseudoparabolici (quasi-ellittici) presenta la diffe
renza sostanziale di possedere più di un sistem a di re tte  caratteristiche reali. 
Dalle ovvie inclusioni H 2W(R 2) c H P (R 2) c H w (R 2) segue (R )c
q_%3 H pC H n~ J~ J/2 (R); come avviene nel caso parabolico e pseudoparabo
lico le tracce su re tte  caratteristiche si differenziano da quelle su re tte  non 
caratteristiche.

1. T racce di su r e t t e  c a r a tte r is tic h e , -  L ’equazione

(3) (— i)m s2m\ Qm +  s2n +  (— i )n X2 « =  o

ha tu tte  le radici nulle solo per s =  o e O (s') per s —> 0; possiede 2 m  radici 
del tipo ay | -*)/«»+  0 ( | j | ( " - ’»)/“ ) per | j  | -> +  00 , w  delle quali con
Sie aj <  o ed ni con 8le ctj >  o ; possiede 2 (n — m) radici del tipo 
(3,-1 s |»/(*—*») -)- O ( | s |<»/(»—»)) per | s | —>■ +  00 , n  — m  delle quali con <Ae (iy >  o 
ed n — m  con 3ie (3y <  o (V  Indichiam o con X, , X2 , • • •, Xw , XOT+I, • • •, l n le 
radici per cui Sie at.y < 0  e 9t<? (3y <  o.

Indichiam o con V  (s) il determ inan te di V anderm onde di ordine n  che 
ha (X 1, • • •, K~~ ')  come riga di posto j ,  e con Vy (s , y )  il determ inante o tte 
nuto  da V  sostituendo la riga di posto j  +  1 con (exp (Xzy) , exp (Xn y)).

+ OO

( 4)  u ( x , y ) = X ~ ~ f f  C O  ( V y  (s , y){V (s)) ds  =  « ,  (x , y)
J—° J  3=0

è soluzione formale del problem a P (iDx , iDy) u =  o per y  >  o , !){, u  \y=a =  
=  <p,- (x) per j  =  o ,  1 , • • • , » — 1. Proviam o che:

Se  <py (x) e S , o < j  ^  n  — 1, allora u  (x  , y )  e H P (R+2) (R +2 =  { (x  , y );  
— 0 0  <  x  <  - f  0 0  , y  >  o } ) , Y>yU (x  , o )  =  <py (x) e

u !|Hp< c o s t .  2  II?.TJ lljp —(/f i/2) (»■— m)jm “ f" Il | | h ( « — J — I/ ;2) mj(n — m)

Prolungando Uj con lo zero per y  < o  si ha

D*Dhy Uj |2 d x d y  =
 ̂+ 2

= __L_ f  1 d* |2 dsdu.

Indicando con Y jr (s) il determ inante o ttenu to  da V (s) sopprim endo 
la riga di posto 7 + 1  e la colonna di posto r, si ha

S*h | fy (0
i  (-!)»•+< Vyr Vy,X*X*

r , è .  |V |2 (Xr +  Ia)(>:, — tà)

(4) Cfr. B. Pini, Sulla classe di Gevrey delle soluzioni di certe equazioni ipoellittiche, 
« Boll. U.M .I. », 18 (1963).
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e quindi

R isulta V (s) =  0 ( |  s \mn~ nl2) per | ,? | -> -f  0 0 .  V J-l (s) è il prodotto  del 
determ inante di V anderm onde di Xx , • • •, X /_x , X/+I ,•• •, X„ per la somma 
dei p rodo tti di queste X prese a n  — 1 — 7 a n — 1 — 7 ; perciò, per 
| | -> -f- 0 0 ,  Vy7 (s)/v(s) è O ( | j  |y C)) con y (7) — —7 (n — ni)\m se 7 <Lm — 1 , 
l  <Lm\ y (7) — — jm /(n  — ni) - f  n (m — 1) (2 m  — n)jm (n — ni) se j i > m  — 1 , 
/  < m \  y (7) =  — 7 (n — ni)\m — n f i r n  — n)/(n — ni) se 7 < m  , /  >  m\ 
y (7) =  — jm f tn  — ni) se j > m , l > m .

Con calcoli banali si riconosce che affinché D* Dy uj  6 L 2 ( R / 2) per 
h =  n  , k  =  o ; ^ = 0  , k — n e per h-= k =  m, occorre e basta  che sia | cpy |2 *
• ( 1 + 1 s | Y n ~ (2y+1} (n ~ m)/m e L (R) per o < 7  <  m — 1 , | |2 ( 1 + 16* | )̂ 2 ̂  */(* - :«) e
G L (R) per 7* S i n  e si ha j| 2/y ||Hp cost. |J cpy ||pj% — (y-j-i/2)(w— m)jm se
o < 7  <  m  — I , Il Uj ||Hp < c o s t .  Il cpy I|H(„ —y—1/2)m/(„_ se m  < 7  <  n — 1. 

D im ostriam o ora che:
Se F (x , y )  e S, allora

ì d ì d ì U; 1 da = c2 h I
{~ iy+ t\r jrv j t x;r t

iv i (V +  X,)

X
J =  o

n — 1
Djj/ F (X , O) 1 1 — (j + 1/2) (n — m)jm ~F 11 D̂ ,' F (x  , O) 11 — j  — 1/2) m/(n — ni)

j  —m
<  cost. F Ih p *

D a questa e dalla precedente proposizione segue che:
U  applicazione F  (# , y)  -> (F (x  , o) , D^ F (x  , o) , • • •, Dny~ 1 F (x  , o))

S (R 2) S (R) X  • • • X  S (R) si prolunga in un omomorfismo d i  Hp (R 2) su
— (n — m)j2 m  . . . X  FR^2 (R)

Si osservi che se m  — n\2 allora FIp (R 2) — FR (R 2) e si ritrova un noto 
teorem a di tracce relativo ad FR (R 2). Si osservi anche che 4 m  — 27 — 1 >
>  (2 n  — 2 7 — 1 ) m[(n — m) >  2 n — 27 — 1 per n — t > j  > m  e 4 m  —
— 27 — 1 >> 2 n — (27 +  1) (72 — >  2 ri.— 27 — 1 per o <  7 <

O vviam ente è equivalente a 11 F ||hp la norm a

j*P (1 +  | i* | a) | F  |2 dsdaj  .
R 2

Poniam o | a | =  (1 +  |  ̂ |)“ con a >  o. È m ax (2 n/ot , 2 m  (1 +  a)/a ,2  n ) — 
=  2 ^/a se o <  a <  (n — ni)jm , =  2 m  ( I +  a)/a se < a <  — m),
=  2 $ se a ;> m/(n  — ni). Conseguentem ente

a2j <C cost. (P (1 +  | s | cr))8C)

con Si(7) =  a7’/^  per o < a <  (/? — m)\m  , S (7) =  oc//( 1 -p a) m  se — ni)\m <  a <  
<C m/i(^ — m) , 8 (7) == j \n  se a ^ m f i n  — m); S (7) =  o per | a | <  1. Perciò

J x 1 ■ ri- P (s y g))z~ 6(/} I D/' F |2 dsda <C cost. || F  ||Hp .
R2



Bruno Pini, Sulle tracce d i un certo spazio funzionale 31

Poniam o ora 0 (J) =  (2 n — 2 j  — 1) m/(n — m) se j > m  , 0 ( /)  =  2 n — 
(2 j  +  1) (n — m)\m  se j  <  m. Si ha

(1 +  M ) 0(̂ J e*sx Dy F  (oc , 0) dx 2 I
(  (1 + | ^ | ) ew /= D 7 F ( ^ ( T ) ^

4  7T2
R J

R

< f t 1 +  P (* • I D?F

B asterà provare che l’ultim o in tegrale scritto  è lim itato  al variare 
di j .  Spezziamo R negl’in tervalli | ct| < i , i < | < t | < ( i +  | j-1 y»— ;
(1 +  I * I <  I a  | <  (1 +  |  ̂ |)**— » ) , | CT | >  ( I  +  | * |)»/(— •). Sostituiam o 
il denom inatore con (P (i -f- | j  | , a))1 — &(/).

Sia m  <  j  <  n  — i . A llora

I 0 ] < 1

(x _|_ | s \ ) ^ n—2i — 
p (1 +  | S \ ,

da  <
(1 | J  |J2 »  — I —(2 n —  2 j— I ) m j ( n ~ m )

dt

\ * I <  X/(! +  | J i)
I

avendo posto or — (i -|- | «r |)£; per j  ^>m e 2 n  — i — (2 n — 2 j  — 1) m\(n  — m ) >  
>  2 (n — m) +  (2 m  — n)j(n  — m).

I  ( j  _J_ | s  | )(2 n — 2 j ~ i ) m j ( n  —  m )

~ (P (1 ~h i  ̂I » Ô)1
- <̂Gr <;

(J'2m f  ny  ~j/n----- 77~ <C 4" 00 ,I —y/7* ^  1 5
| a  | >  (1 +  | -j j )m/(n — m) | V | >  ]

avendo posto a =  t ( 1 +  | j  | )»/(»-») (perché 2 (n — j )  > 1 ) .
*

I ( 1  j j- I ^  | y 2 n ~ 2 j —  i ) m/ ( n  —  m)

I (P (l | |  ? y ~ j i n ~ m ) j m n  G ^

1 < I o I < (1 + I j | f n~  m)!m

< dt
^X -j- | j. | y  (2 m n)j(n — m) J  ^  _j_ f 2 m y — j ( n  — m)jmn y

°  <  p  j <  1

avendo posto cr =  t  (1 +  | j  | , poiché § ( j)  =  a j jn  <  j  (n -  m)/mn
(.ed è 2 m — z j ( n  — m)/n  >  1). Posto infine a =  (1 +  | i- |)a si ha

(1 +  | s \ f n  —  m)\m <  | 0 | <  (1 +  | , ( ) « / ( » - -  m)

(l _|_ \s\)(2n~ 2j ~ 1)ml(n— m)
----~--------------------- -,—z—;--- d(1 =
(P(I +  1^1, a))1 ~  ajtm (l + a)

mj(n — m)

=  2 ( i 4 k  1)(— ^ - ^ / ( — ^ i g d  +  U Dd +  u i r  , .
J (I + | i | ) 2’" + 2« - 2“> <  2 j + i — 2m
(n — m)/m

Allo stesso modo si t ra t ta  il caso di j  <  m.
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2. T r a c c e  d i  s u  r e t t e  n o n  c a r a t t e r i s t i c h e .  -  Poniamo £ =  ose +  
+  Pdò 7] =  yx  +  8y con oc , p , y , S num eri reali diversi da zero tali che 
oc§ Py =  1 ; perciò Y) =  o e E, =  o caratteristiche. Proviam o che:

vSV F  (£ , 7]) 6 S, o < j  < n  —  1 riesce

Il ^  y P) ||h^—J — (n—̂ )/2w ^  COSt. I] F  |[tip •

Con scelte opportune di oc , (3 , y , S si può far sì che sia la derivata  
norm ale a 7] =  o.

Si osservi che 2 % — 2 j  — (n — ni)jm 2, n — (2 j  -f- 1) (ri — nì)Jm per 
o < j  <  m  (il segno di eguaglianza sussistendo solo per j  — 6) e 2 n  — 2 j  — 
—  (n — m)\m  <  (2 n — 2 j  — 1) m\(n  — ni) per m <  j  < in  — 1. Se m  =  n/2 
si ricade nel noto teorem a di tracce relativo ad H* (R 2).

Posto F (E, , 7j) =  O (x 9 y )  , as -j- ya =  /  , fìs -f- Sa =  a', poiché F (y , a) =  
0  (V , a'), si ha

j  C1 +  P (a.r +  y(J, +  Scr)) | F  (s,a)  \7dsda =  j  (1 +  P (s , a ) ) \ é  (s', g ) \2 d s 'da '.

Supponiano

(s2j <  cost. (1 +  P (a^ +  ya , pj +  Sa))05̂ » .

A llora

_|_ | g  | ^2 n — 2 / — (72 — m)jm ^ D ( F ( £ , o ) ^

4 TC:

<

(i +  | s p  (s , d) da

\-^J  (i +  P (a^ +  ycx , P*? +  Sa)) | F (j, a) |2 da
R

( i  _j_ \S \)2 n ~ ~2 j ~ ( n ~ m ) / m

<

(1 +  P  (ocs +  y c , p j  +  S a ))1-
- da

L ’affermazione sarà p ro v a ta  non appena si sia d im ostra ta  la lim ita
tezza dell’ultim o in tegrale scritto  al variare di i*.

O vviam ente si può sostitu ire 1 +  | j |  con \s\ e supporre \s\ >  1. Posto 
a =  st  si ha

I +  P (as +  ya , pj - f  Sa) =  I +  a*m (aft +  y)2m: (pJt +  S)2m +  a2n (ocjt  +  y)2n +

+  a2n ($[t +  8)2n.

Fissato s positivo abbastanza piccolo (seguiranno precisazioni) ind i
chiamo. con L l’intervallo  | a// +  y | <  £, con I2 l’intervallo  | p// -f- S [ <1 s 
e con I3 la p arte  residua dell’asse t. In I3 si ha | ocr +  ya | >  £ | a | , 
| P̂* T" | >  £ | g | onde

(S) a2J <  cost. (1 -J- P +  ya , Pi* -f- 8a))h2m.
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Poniam oci ora in Ix. In  I2 si ragiona in modo analogo. A nz itu tto  se 
| a | <C 2, poiché | gls +  ya | <C s | or | , risu lta  | | lim ita ta ; inoltre sussiste 
ancora la (5). Supponiam o | a | >  2. Posto oc// +  y =  t  si ha

1 -p P (ons -p ycr , -p Scr) =  1 -p o*m a2m ((i +  (3T)/oc)2m +  a2?*T2  ̂-p

+  a2” ((1 +  p.T)/a)2* ~  1 +  a*m t 2^ +  a2*

se si prende s <  i / | (3 | . Poniam o | t  j =  e | a \~x , o <C X. Poiché

(6) 1 +  | a |4^ - 2^  z2m -p cr2  ̂>  cost,

si deve assum ere

| a |4 m — 2 m i  p e r  X < C ( 2 ^  —  ? z ) / w

a2  ̂ per à > ( 2 m  — ^) / ^ ,

(7) co =
7/(2 m — mX)

Jln
per X <  (2 m — n)/m  
per X >  (2 m — rì)\m.

Studiam o ora l’integrale
; 12 n — 2 j — (n — m)jm

-------LU----- ----------------------d a .
(1 -f  P (ols -f  ycr t -|_ Sa))1 10

Se | as +  ya | >  s | a | , | fts +  Sa | >> £ | a | , si ha co — j j 2 m\ posto a =  st
si ha

12 n — 2 j  — (n — m)jm

1 a j + y o  j >  8 | a | 
| |3* + 5 c |  > e |  cf |

(i-f P(<xs +  ycr, pj*-f Sa))1
- da <  cost.

12 n — 2 j  +  (2 m — n)jm

a tn — 27
- dt ~P

cost.
\ t  I >  e '

\ t \ < z

| ^ 12 n — 2 j  -J- (2 m — n)jm

( i  +  P (set ,  set))1- J'l2m
d t,

avendo scelto e' ( <  e) in m odo che sia o <C d  <  | a/y | , d  <  |p/S | . Il prim o 
in tegrale è lim itato  perché 4 ^ > 2 ^  +  (2 m  — n)[m; il secondo si m aggiora con

cost.
4- 00

j 2 n — 2 j  +  (2 w — n)jm 

y4 m — 2 ;  j Am ~ 2 j dt ~p OO .

Poniam oci ora in P . Consideriam o

1 s  1.2,n — 2 j  — (n — m)jm
-------!—!------------------------ :— d a .
(1 +  P (<w +  ya  , Pf +  Sa))1 -  ®

| aj+Y0 I < e | a |
I o | >  2

Poniam o a =  st e y +  oc// =  t .  D a | a | > 2  segue | / 1 >  2 /1 | e quindi 
| ( t  — y)/a | < 1 ^ 1 /2 , condizione questa certam ente soddisfatta se \s\  è con
venientem ente; grande perché | t  | <C s. Per stabilire la (6) abbiam o posto 
| t  | =  e | a ; allora | t  [ =='s | ( t  — y)/a^ |P

Per fissare le idee supponiam o 1 >  y >  o. Scegliamo e in modo che, 
oltre a soddisfare le condizioni già richieste, sia tale che £ <  y , y +  e < ’ 1.

3. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, fase. 1- 2.
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Spezziamo l’intervallo  .. | t | <C e negl’ intervalli o <; t <; s , — s <  t <  o e 
corrispondentem ente spezziamo l’integrale scritto. L ’integrale relativo a 
o C' t <C e si m aggiora con

cost.
o

8
12 n — 2 /  -f (2 w — «)/?»

d-z.

Per X < M ,  con M costante positiva fissata a piacere, si può sostituire 
t  con (y — t ) 1, ; poiché </r ~  (Ig | j  |/| j  | )̂ d \  l’integrale si m aggiora con

M
r | J |2» - ay+(2«-»)/* ig-11

(1 +  “ |7 |V  +
cost.

+  OO

COSt. ^  |  ̂ |2« —2/+ (2 m — 

M

Jg' IJ I

Scegliendo M >> 2 n (2 m  — n)jm, il secondo integrale è lim itato. 
Tenendo infine presenti le (6) e (7), il prim o integrale si m aggiora con

(2 m  — n)jm

cost.
12 n — 2 j  +  (2 m  — n)/m

1(4 m  — 2 mX)  (1 — //(2  m — wÀ,))
]g M

M*
^/x 4~

4- cost.
12 n — 2 j  +  (2 m  — n)jm ig. I j  I

(2 m  — n)jm

2 n (1 — j/n)
d~k <  -|- 00 .

Analogo ragionam ento per — e <; t  <  o.


