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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

M atem atica. —  Deformazione di gruppi discontinui. Nota di 
A l d o  A n d r e o t t i  e E d o a r d o  V e s e n t i n i , presentata (#) dal Corrisp. 
G. Z a p p a .

Sia D un dom inio lim itato  di C”, e sia G il gruppo degli automorfismi 
olomorfi di D. In  base ad un classico risu ltato  di H . C artan , il gruppo G, 
m unito  della topologia della convergenza uniform e sui com patti, è un gruppo 
di Lie. U n  sottogruppo, T, di G opera in modo propriam ente discontinuo 
su D se, e so ltan to  se, V è un sottogruppo discreto di G.

Se (i) D è un dom inio lim itato  simmetrico, nessuna com ponente irri­
ducibile del quale ha dim ensione complessa uguale ad uno, e se (ii) lo spazio 
quoziente D/T è com patto, è s ta to  d im ostrato  in [3] e [4] che le sole fam i­
glie, contenenti T, di so ttogruppi discreti di G, sono quelle o tten u te  operando 
su f  m ediante famiglie di autom orfism i in tern i di G.

E sta to  congetturato  che questo risu ltato  sussiste sotto  condizioni più 
deboli dell’ipotesi (il). In un lavoro in corso di stam pa abbiam o provato  fra 
l’altro  che, se D soddisfa la condizione (i) e se il gruppo T è a  generazione 
finita e pseudoconcavo (cioè se D/T è ^-pseudoconcavo con o < q < in  —  2 (l)), 
le sole famiglie, contenenti T, di sottogruppi discreti di G le quali lascino 
fissa la « parte  all’infinito » di D/T sono quelle o ttenu te  operando su V m ediante 
famiglie di autom orfism i in tern i di G.

In questa N ota riassum iam o alcuni dei risu lta ti o ttenu ti, rinviando al 
nostro lavoro per maggiori dettag li e per le dim ostrazioni.

1, Sia X una varie tà  complessa connessa, di dim ensione complessa n, 
e sia 0 il fascio dei germ i di funzioni olomorfe su X. D ato  un aperto A  di X, 
diremo che X è un com pletam ento analitico di A  se l’applicazione naturale

H° (X , 0) -► H° (A , 0)

è un isomorfismo. Sia X un com pletam ento analitico di A, e sia Y una varie tà  
di Stein. Ogni applicazione olomorfa di A  in Y si estende, ed in un sol modo, 
in u n ’applicazione olomorfa di X in Y. In  particolare, se A  am m ette un 
com pletam ento analitico olom orficamente completo, ogni com pletam ento ana- (*)

(*) Nella seduta del 9 maggio 1964.
(1) Secondo un risultato inedito di A. Borei, ogni gruppo aritmetico T operante su 

un dominio limitato simmetrico D, verificante l’ipotesi (i), è pseudoconcavo. Ciò era stato 
provato anteriormente, per domini limitati simmetrici e per gruppi aritmetici di tipo parti­
colare, in [1] e [5]. È noto altresì che i gruppi aritmetici sono a generazione finita.
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litico olom orficamente completo di A, è isomorfo a X, l’isomorfismo essendo 
l’id en tità  su A. In tal caso X dicesi l’inviluppo di o lom orfa di A.

Sia t u : X ->  X il rivestim ento universale di X.
T e o re m a  i. — Se X è fortemente q—pseudoconcava (2\  con o <Z q <C n —  2, 

e se il  gruppo fondamentale di X ammette un numero finito di generatori, 
esiste un compatto K C X tale che, se Vaperto connesso A  di X contiene K, X 
è un completamento analitico dell'aperto re—1 (A). In  particolare, se X è olomor­

ficamente completo, X è Vinviluppo di olomorfa di tc~ 1 * (A).

2. Siano ^ D eM  due varietà differenziabili di classe C°°, e sia co : 
u n ’applicazione C°° di sopra M, la quale abbia rango massimo in ogni punto  
di 6P. Diremo che la terna (fV , co , M) è una fam iglia differenziabile di varietà 
complesse, se ^  am m ette un ricoprim ento {U f-} m ediante aperti coordinati 
tali che per ogni U- esista un aperto coordinato V,. di M, un aperto S,- di Cn 
ed un diffeomorfismo

? , :V , .X  Sf- - > U ,.
tale che

CO o (jfn =  p r ,

e che, per ogni scelta degli indici i e j  , 9t~t o cp̂. sia un isomorfismo di 
? r  0̂ * ^  Uy) su 9—1 (U- fiU y), fasci s tru ttu ra li essendo i fasci di funzioni 
C°° le cui restrizioni alle fibre di pry.  e di pry.  sono olomorfe. Ogni fibra 
X, =  có—1 (t) (t e M) ha una s tru ttu ra  di varietà complessa com patibile con 
la s tru ttu ra  differenziabile in d o tta  in X  ̂ da quella di 6V. Assumeremo come 
fascio di s tru ttu ra  su ^  il fascio dei germi delle funzioni C°° le cui res tri­
zioni alle fibre di co sono olomorfe.

D ate due varietà complesse ^  e M  ed u n ’applicazione olomorfa co di ^  
sopra M, che abbia rango massimo in ogni punto  di 6D, la terna (fi) , co , M) 
si dice una fam iglia olomorfa di varietà complesse. Fascio di s tru ttu ra  è in 
questp caso il fascio dei germi di funzioni olomorfe su

F issata la varietà XQ =  co—1 (o) (o eM ), diremo che (fV , co , M) è una 
famiglia (differenziabile od olomorfa) di deformazioni di XD.

U n esempio è offerto dalla terna (XQ x  M, prM , M).
U na fam iglia (fO , co , M) (differenziabile od olomorfa) di deformazioni del­

la varietà complessa XQ =  co—1 (o) (o e M) dicesi banale se esiste un isomor­
fismo ^ di ^  su X 0 X M tale che co =  prM o ^ e che (X G) =  X c X {0}.

L a fam iglia differenziabile (fV-, co , M) di deform azioni della varietà com­
plessa X0 =  co—1 (o) (o e M) dicesi rigida alVinfinito se esiste un com patto 
Kq C X0 ed un isomorfismo

g  : (X0 —  K0) X M -> *D

su uni aperto  di tale che co o g  =  prM, e che .co 6̂_lmg sia una applicazione 
propria.

(2) Si preferisce ora di chiamare ^-pseudoconcavo uno spazio analitico che nella termi­
nologia di [2] si chiamava (q -f i)-pseudoconcavo.
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3. Sia 7T : -> 6V il rivestim ento universale di V. La terna (^ ,a>o7c,M )
è una nuova famiglia di varietà complesse sulla varietà M. Diremo che 
(fV-, 00 , M) è una fam iglia (differenziabile od olomorfa) di varietà complesse 
uniform izzabili sul dominio lim itato  D di C” se esiste un isomorfismo 
<7 : -ty -> D x M  il quale rende com m utativo il diagram m a

$  — -----► D x  M

71 PrM
Y — 'J'

m

TEOREMA 2. - Sia (fi) , co , M ) una fam iglia differenziabile di deformazioni 
della varietà complessa X G =  co~ 1 (o) (o 6 M ) sopra il disco unitario M  di R m, 
la quale soddisfi alle seguenti ipotesi:

a) (fi) , co , M) sia una fam iglia di varietà complesse uniformizzabile su 
un dominio limitato simmetrico D di iZn, privo di componenti irriducibili d i 
dimensione complessa uno;

b) la deformazione sia rigida a li  infinito;
c) X0 sia una varietà complessa fortemente q-pseudoconcava, con 

o < q <  dim c XQ — 2;
d) il  gruppo fondamentale di Xc ammetta un numero finito d i generatori.

Sotto queste ipotesi, la deformazione (fi), co , M) è banale.
T e o re m a  3. -  Sia  D un dominio limitato di CX Ogni famiglia olomorfa 

(fi) , co , M) definita sopra il  disco unitario M di Cm, di deformazioni unifor­
mizzabili su D, è banale.

Si osservi che nel teorem a 3 non si fa in particolare nessuna ipotesi sulla 
dim ensione di D. Il teorem a vale, per esempio, per una famiglia olomorfa 
di superficie di R iem ann tu tte  uniform izzabili sopra il disco unitario  di C.
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