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Chimica (Principi di Ingegneria Chimica). — Moto di una bolla 
di gas in un liquido non-newtoniano a legge di potenza. Nota di 
G i o v a n n i  A s t a r i t a  e G i u s e p p e  M a r r u c c i , presentata (*} dal Corrisp. 
G .  M a l q u o r i .

I n t r o d u z io n e .

Il m oto di una bolla di gas in un liquido new toniano è sta to  oggetto  di 
num erose indagini sia teoriche [1-9] che sperim entali [10-15]. Scopo di questo 
lavoro è di estendere tale indagine al caso di un  liquido non-new toniano, 
per il quale si assum erà come equazione reologica di s ta to  quella no ta  come 
legge di potenza.

Onde potere im postare una tale trattaz ione , è opportuno ricap ito lare 
le a ttu a li conoscenze re la tive al problem a nel caso dei fluidi new toniani, al 
fine di porre in rilievo quali aspe tti della tra ttaz io n e  possano venire estesi 
d ire ttam en te  al caso dei liquidi non-new toniani, e quali invece richiedano 
una rielaborazione.

Esistono tre regimi di flusso concettualm ente possibili nel m oto di una 
bolla di gas in un liquido; tali regimi verranno nel prosieguo identificati come: 
regime di Stokes, di Levich e di Taylor.

Allorché il num ero di Reynolds ca ratteristico  della bolla:

( i ) Re = 2 R U p 
P

è m olto piccolo (Re <  1), il regime di flusso nel liquido è tale che ovunque 
sono trascurabili le forze d ’inerzia rispetto  alle forze viscose. Le equazioni 
generali di N av ier-S tokes si semplificano notevolm ente in tali condizioni, 
e, per condizioni ai lim iti re la tivam ente semplici, possono essere in tegrate . 
Sulla superficie della bolla, la cui form a può con o ttim a  approssim azione 
considerarsi sferica, possono stabilirsi, in linea concettuale, due diverse condi­
zioni. Se l ’effetto dei fenomeni interfacciali è tale da rendere stabile l ’in ter- 
facie, per cui la velocità del liquido, riferita  al centro di g rav ità  della bolla, 
è nulla sulla interfacie, il problem a si riduce al classico problem a di Stokes [1] 
del m oto di una sfera solida in un  fluido viscoso: il fa tto re  d ’a ttr ito , definito 
nel modo usuale, risu lta  dato  da:

G) Cd =  24 Re~

Se viceversa i fenomeni in terfacciali tendenti a stabilizzare l ’in terfacie 
sono idi scarsa en tità , la com ponente tangenziale del tensore di sforzi in tern i 
nel liquido sulla interfacie è nulla, se la viscosità del gas viene trascu ra ta

(*) Nella seduta del io  giugno 1964.
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rispetto  a quella del liquido. Il problem a di Stokes, modificato per tenere 
conto di q u es t’u ltim a condizione ai lim iti, è s ta to  risolto da H adam ard  [2] 
e da R ybczynsky [3]; il fa tto re  d ’a ttr ito  risu lta  dato  da:

(3) CD=  16 R e~ x .

In  p ra tica , ogni qual vo lta  la bolla di gas è così piccola da risp e tta re  
la condizione R e <  1, i fenomeni interfacciali sono di sufficiente en tità  da 
realizzare le condizioni prev iste  dalla tra ttaz ione  di Stokes; può p ertan to  
concludersi che, per num eri di Reynolds sufficientem ente piccoli, la bolla 
di gas si m uove in regim e di S tokes, ed il fa tto re  d ’a ttr ito  è dato  dalla 
equazione (2).

Il problem a del m oto di una bolla di gas in corrispondenza di valori 
in term edi del num ero di Reynolds fu considerato per la prim a volta da 
Levi e h '[5].

T ale au to re considerò il caso in cui la bolla, per quanto  sferica, è di dim en­
sioni corrispondenti ad un num ero di Reynolds sufficientem ente elevato, sì 
da far stab ilire  nel liquido una distribuzione di velocità di ben poco diversa 
da quella ca ra tte ris tica  del flusso irrotazionale. L a distribuzione di velocità 
del flusso irro tazionale è ricav ata  ponendo, come condizione alla interfacie 
gas-liquido, so ltan to  la condizione di velocità radiale nulla rispetto  al centro 
di g rav ità  della bolla: è perciò necessario che, nelle im m ediate adiacenze 
della bolla, si stabilisca uno s tra to  lim ite, nel quale il profilo di velocità 
è d isto rto  in m odo tale da realizzare altresì la condizione di com ponente 
tangenziale dèi tensore di sforzi in tern i nulla alla interfacie. Levich, intuendo 
che tale s tra to  lim ite fosse di e n tità  trascurabile per num eri di Reynolds 
sufficientem ente elevati (di ciò Levich fornì una dim ostrazione, b asa ta  però 
su una equazione sbagliata), calcolò la dispersione di energia connessa con 
la d istribuzione di velocità del flusso irrotazionale, giungendo così alla 
relazione:

(4) Cd =  48 Re- 1 .

Successivam ente, Chao [8] pose in rilievo l ’errore della tra ttaz io n e  di 
Levich, e, risòlvendo il problem a di s tra to  lim ite, calcolò d ire ttam en te  la 
forza agente sulla bolla, giungendo alla equazione:

(5) CD = 3 2  R e - 1 .

L ’equazione (5) era s ta ta  già fornita, con una tra ttaz io n e  b asa ta  su una 
semplice intuizione fisica, da M oore [7]. S fortunatam ente , nella sua t r a t ta ­
zione Chao [8] aveva commesso un errore in una delle condizioni ai lim iti, 
che era però com pensato da un analogo errore in un passaggio analitico susse­
guente, come posto in rilievo da M arrucci [16]; inoltre, sia M oore che Chao 
avevano trascu ra to  l ’effetto delle forze di pressione dovute allo s tra to  lim ite. 
In  un  successivo lavoro, M oore [9] pose in rilievo come tali forze erano dello 
stesso ordine di grandezza delle forze viscose tenu te  in conto. Sviluppando 
la tra ttaz io n e  fino a considerare la scia presente al polo inferiore della bolla,
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M oore m ostrò come il calcolo del coefficiente d ’a ttr ito  dovesse essere in effetti 
basato  su considerazioni energetiche, così come in tu ito  da Levich; per cui 
può oggi afferm arsi che, nel regim e di m oto di Levich, l’equazione (4) co rre t­
tam ente rapp resen ta  il coefficiente d ’a ttrito .

Per bolle m olto grandi, le distorsioni di form a divengono così im por­
tan ti che ogni tra ttaz io n e  basa ta  sulla ipotesi di form a sferica viene a cadere. 
T aylor [17] ha posto in rilievo come le bolle di gas m olto grandi abbiano 
la form a di un segm ento sferico. Per tali bolle la velocità di ascesa è d a ta  da:

(6) U = | ( ^ R ' ) - / L

L ’equazione (6) non può essere u tilizzata  se non è n o ta  la relazione tra  
il raggio di cu rv a tu ra  R' e il volume della bolla. T ale relazione può essere 
ricav ata  se è noto l ’angolo di ap e rtu ra  del segm ento sferico: il valore teorico 
di 39 gradi fornito da M oore [7] è in contrasto  con le indicazioni sperim en­
tali sia di T ay lo r [17] che di A sta r ita  e Apuzzo [15], che osservarono angoli 
di ap e rtu ra  dell’ordine di 50 gradi.

V a a questo punto  messo in rilievo che i tre  regimi di m oto illu stra ti 
sono in terva lla ti da campi di transizione, vale a dire da gam m e di valori del 
num ero di Reynolds per le quali non è valida nessuna delle schem atizza­
zioni assunte nelle tre tra ttaz io n i teoriche. F ra  il regim e di S tokes e il regim e 
di Levich esiste una zona in cui la distribuzione di velocità nel liquido non 
può calcolarsi né trascurando  le forze d ’inerzia, né considerando il flusso 
irrotazionale; fra il regim e di Levich e quello di T ay lo r esiste una zona in 
cui la form a della bolla è decisam ente non sferica, m a non è ancora quella 
di un segm ento sferico. Ino ltre, per qualche liquido il regim e di Levich può 
non esistere affatto , in quan to  la form a della bolla può allon tanarsi dalla 
sferica prim a che le forze viscose nel seno del liquido siano d iv en ta te  trascu­
rabili rispetto  alle forze di inerzia.

In linea concettuale, gli stessi tre regimi di m oto possono esistere anche 
in un fluido non-new toniano. L ’analisi teqrica degli stessi è possibile solo se 
viene ipo tizzata  una equazione reologica di s ta to  per il fluido considerato; 
in questo lavoro l ’analisi verrà r is tre tta  a quei fluidi puram ente viscosi la 
cui reologia è rappresen tab ile  dalla cosiddetta « legge di potenza ».

P er tali fluidi, il problem a di Stokes è s ta to  risolto da W asserm ann e 
S la tte ry  [18]. Scopo precipuo di questo lavoro è quello di risolvere il p ro ­
blem a del m oto di Levich di una bolla di gas in un  fluido non-new toniano  
a legge di potenza.

T eoria .

Ideilo sviluppo delle equazioni teoriche re la tive al problem a considerato, 
è necessario ricorrere alla notazione tensoriale. Poiché la m edesim a non è 
standard izza ta , è necessario precisare che verrà qui seguita la notazione d ia ­
dica di Gibbs, così come illu stra ta  nel testo  di Bird, S tew art e L igh tfoo t [19].



G. A starita e G. Marrucci, Moto di una bolla d i gas, ecc. 839

Per le formule di conversione in a ltre  notazioni si rim anda il le tto re  al testo 
di Fredrickson [20] o alla m onografia di Truesdell [21].

Il fluido a legge di potenza, relativam ente al quale la tra ttaz ione stessa 
viene svolta, è identificato dalla equazione reologica di stato:

(7) m

dove x è il tensore di sforzi interni, e A è il tensore sim metrico della velo­
cità di deformazione:

(8) A,, =
^  3x.

L a distribuzione di velocità nel liquido in regim e di Levich, essendo 
quella del flusso irro tazionale, non dipende dalle cara tte ris tiche  reologiche 
del fluido considerato, se non nello s tra to  lim ite, la cui en tità  è trascurabile 
ai fini della valutazione della dispersione di energia. P ertan to , le velocità: 
radiale V,. e tangenziale V 0, risu ltano  date, in coordinate sferiche, dalla solu­
zione delle equazioni di Eulero soggetta alle seguenti condizioni:

(9)

da cui si ricava:

(10)

■(” )

o v u n q u e , 

r - >  0 0  ,

r  == R  ,

v0 =
V,= 

V 9 =

o

U cos 0 

U  sen 0

V =  0

V e 

V  = -u I

R3
2 r : 

R3

U ( i  +  ~  sen6

COS 0

Sostituehdo le (io) e ( r i )  nelle espressioni per le com ponenti del tensore A 
in coordinate sferiche, si ha:

(12) • (é  : J) =  2 3V ,y  / r 3 Ve , V ,  / Ve . Ve cote y
3r j “e  I ‘ \ T

+ r i - a i  +fir \ V / 1

. r  c0 

i 3Vr

+

36
R69 U 27 r [ i + 2  cos2 6].

Sostituendo la (12) nella (7) possono ricavarsi le com ponenti del tensore 
di sforzi t  in coordinate sferiche. L a dispersione di energia per u n ità  di volume 
è quindi ricavabile dalla relazione:

d  E '
(13) d t ■ =  —  t : f V

dove V è il Vettore velocità e V è l ’operatore nabla. 
Svolgendo le sostituzioni richieste si ha: 

dE '
(14) d t

R3 ,------ --------
3 U  —  A  +  2 cos2 0
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L a dispersione to ta le  di energia risu lta  perciò:

(15)

da cui:

d  E  

d t — m [3 U  R 3]^+I / dr \  I +  2 C032 0
rA

n-\-1
•27i r  sen Qdd

(16)

dove 1„ è l ’integrale:

dE  2 n m V ’!+13n+I 2_ „  
d t 4 « +  1

0 7 ) I» =  / (1 +  2 COS2 0)
» +  I

sen 0^0 (1 +  2 ^ 2)
m-i

d T .

T a b e l l a  I. 

Valori d i In e d i  K,

n V K„

0 2,55 3 0 , 6

0 ,1 2 , 62 2 7 , 0

0 , 2 5 2 ,73 2 5 , 6

i /3 2 , 8 0 20,2
0 , 5 2,94 2 8 , 8

2/3 3 , o 8 33,2

0 , 8 3 , 2 0 3 8 . 4

1 , 0 3,33 4 8 , 0

L a dispersione to tale  di energia m eccanica nel fluido deve in ogni is tan te  
eguagliare la perd ita  di energia potenziale connessa col m oto della bolla di 
gas; p ertan to , se F  è la forza resistente:

( .8 ) -  T  =  F u

da cui può ricavarsi il fa tto re  d ’a ttrito :

0 9 ) CD = F

Sostituendo la (18) e la (16) nella (19) si ha: 

(20) CD =  K„ R e ' -
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dove il num ero di Reynolds equivalen te R e' è definito da:

(2!) R e ' = M ) ! 0
m

e la funzione K n è d a ta  da:

(22) K„
0n+  2  n + 11---- 3----- j

1 + 4  n !

U n controllo dell’in te ra  tra ttaz io n e  può aversi valutando il valore di K n il 
che può farsi in via rigorosa essendo Ix un  in tegrale analiticam ente valutabile.

Si ottiene:

(23) Ix = 1 0 /3  ; Kx =  48

in pieno accordo con l ’equazione (4) di Levich (la equazione reologica di 
s ta to  (7) degenera in quella co stitu tiv a  dei fluidi new toniani per n == 1).

N ella T abella I e nella fig. 1 sono forniti i valori num erici di K„ e di l n 
per fluidi pseudoplastici (n <  1).

È  in teressan te  rilevare come anche la tra ttaz io n e  di W asserm ann e 
S la tte ry  conduca ad una  legge del tipo:

(*4) CD=  X , R e '- 1

dove X n è una  funzione della sola n che, ovviam ente, assum e il valore 24 per 
n — 1» in accordo con l ’equazione, (2). È  però da osservare che, m entre

56. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 6.
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la funzione assume, per fluidi pseudoplastici, valori di poco maggiori 
di 24, la funzione assum e valori m inori di 48. P ertan to , m en tre  per fluidi 
new toniani il fa tto re  d ’a ttr i to  in regime di S tokes differisce per un fa tto re  
di 2 da quello che si avrebbe in regime di Levich, tale differenza è m olto 
m inore nel caso dei fluidi pseudoplastici.

V a altresì osservato che, come può rilevarsi dalle definizioni di Cd e di 
Re', la velocità di una bolla di gas risulta, sia in regim e di S to res  che in

1 + n
regime di Levich, proporzionale a R «

i+ n

(25) IJocR  n .

Per fluidi new toniani, la (25) im plica che U  è proporzionale alla po­
tenza 2/3 del volume della bolla; per fluidi pseudoplastici, la velocità U  sarà 
proporzionale ad una potenza più forte del volume della bolla.

NOM ENCLATURA

CD , fatto re  d ’a ttrito , vedi eq. (19).

— ? dispersione di energia.dt

-— , dispersione di energia per un ità  di volume.

F, forza resistente.
g, accelerazione di gravità,.
I„ , fatto re  numerico, vedi eq. (17).
K h , fatto re  numerico, vedi eq. (22).
m , consistenza.
n, esponente nella legge di potenza.
r, d istanza dal centro della bolla.
R, raggio della bolla sferica.
R ', raggio di curvatu ra  della bolla a segmento sferico.
Re, numero di Reynolds, vedi eq. (1).

»Re', numero di Reynolds generalizzato, vedi eq. (21).
U, velocità della bolla.
V, vettore velocità.
;r, variabile ausiliaria di integrazione.
X h, fa tto re  numerico, vedi eq. (24).
zi, tensore di velocità di deformazione.
0, colatitudine.
p, viscosità,
p, densità.
t , tensore di sforzi in terni.

Suffissi:

i  , j } com ponenti cartesiane
r, com ponente radiale.
0, componente tangenziale.
0 ,  componente azim utale.



G. A sta r ita  e G. M arru cci, Mòto d ì una bolla d i gas, ecc. 843

B i b l i o g r a f i a .

[1] H. Lamb, H ydrodynam ics, D over Inc., New York 1945, p. 598.
[2] J. Hadamard, «Com pt. R end.», 132, 1735 (I9 11)-
[3] W. R ybczynsky, « Boll. Acc. Sci. (Cracovia) », A ,  40 (1911).
[4] J. B oussinesq , «Com pt. R end.», 13J, 313 (1913).
[5] V. G. Levich, « Giorn. Fis. Teor. Sper. (U RSS)», ig ,  18 (1949).
[6] P. G. Saffman, « J. F luid Mech. », 1, 249 (1956).
[7] D. W. Moore, « J. F luid M ech.», 6, 113 (1959).
[8] B. T. CHAO, « Phys. Fluids », 5, 69 (1962).
[9] D. W. Moore, « J. F luid Mech. », 16, 161 (1963).

[10] W. L. Haberman, R. K. Morton, D a vid  Taylor M odel B a sin , R ept. no. 802 (1953).
[11] W. L. Haberman, R. K. M orton, «Trans. Am. Soc. Civil. Engrs. », 121, 227 (1956).
[12] B. ROSENBERG, D avid  Taylor M odel B a sin , R ept. no. 727, (1953).
[13] F. H. Garner, D. Hammerton, «Chem. Eng. Sci.», 3, 1 (1954).
[14] T. Bryn , D avid  Taylor M odel B a sin , Transl. no. 132 (1949).
[15] G. Astarita, G. Apuzzo, «Chim. Ind. (M ilano)», 43, 1059 (19G3).
[16] G. MARRUCCI, comunicazione personale a B. T. CHAO (1964).
[17] R. Davies, G. I. Taylor, « Proc. Roy. Soc. L ondra», A  200, 375 (1950).
[18] M. L. Wasserman, J. C. Slattery, «A .I. Ch. E. M eeting», H ouston, Texas (1963).
[19] R. B. B ird , W. E. Stewart, E. N. Lightfoot, Transport .Phenomena, J. Wiley, New 

York i960, pp. 715-742.
[20] A. G. Fredrickson, Principles and Applications o f  Rheology, Prentice-PIall, Englewood

Cliffs 1964, pp. 256-296.
[21] C. Truesdell, K inem atics o f  vorticity, U niversity  of Indiana Press, 1954, capitoli 1-2


