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Chimica (Principi di Ingegneria Chimica). — Moto di una bolla
di gas in un liguido non-newtoniano a legge di potenza. Nota di
Grovanni Astarita e GiuseppE M aRRUCCH, presentata ) dal Corrisp.
G. M ALQUORI.

INTRODUZIONE.

Il moto di una bolla di gas in un liquido newtoniano & stato oggetto di
numerose indagini sia teoriche [1-9] che sperimentali [10-15]. Scopo di questo
lavoro ¢ di estendere tale indagine al caso di un liquido non-newtoniano,
per il quale si assumera come equazione reologica di stato quella nota come
legge di potenza.

Onde potere impostare una tale trattazione, ¢ opportuno ricapitolare
le attuali conoscenze relative al problema nel caso dei fluidi newtoniani, al
fine di porre in rilievo quali aspetti della trattazione possano venire estesi
direttamente al caso dei liquidi non—-newtoniani, ¢ quali invece richiedano
una rielaborazione.

Esistono tre regimi di flusso concettualmente possibili nel moto di una
bolla di gas in un liquido; tali regimi verranno nel prosieguo identificati come:
regime di Stokes, di Levich e di Taylor.

Allorché il numero di Reynolds caratteristico della bolla:

2R Up

(1) Re ==

¢ molto piccolo (Re << 1), il regime di flusso nel liquido ¢ tale che ovunque
sono trascurabili le forze d’inerzia rispetto alle forze viscose. Le equazioni
generali di Navier-Stokes si semplificano notevolmente in tali condizioni,
e, per condizioni ai limiti relativamente semplici, possono essere integrate.
Sulla superficie della bolla, la cui forma pud con ottima approssimazione
considerarsi sferica, possono stabilirsi, in linea concettuale, due diverse condi-
zioni. Se l'effetto dei fenomeni interfacciali e tale da rendere stabile 'inter-
facie, per cui la velocita del liquido, riferita al centro di gravita della bolla,
¢ nulla sulla interfacie, il problema si riduce al classico problema di Stokes [1]
del moto di una sfera solida in un fluido viscoso: il fattore d’attrito, definito

nel modo usuale, risulta dato da:
(2) Cp= 24 Re— .

Se viceversa i fenomeni interfacciali tendenti a stabilizzare I'interfacie
sono,di scarsa entitd, la componente tangenziale del tensore di sforzi interni
nel liquido sulla interfacie & nulla, se la viscositd del gas viene trascurata

(¥*) Nella seduta del 10 giugno 1964.
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rispetto a quella del liquido. Il problema di Stokes, modificato per tenere
conto di quest’ultima condizione ai limiti, & stato risolto da Hadamard [2]
e da Rybczynsky [3]; il fattore d’attrito risulta dato da:

) Cp= 16 Re—=.

In pratica, ogni qual volta la bolla di gas ¢ cosi piccola da rispettare
la condizione Re<C 1, i fenomeni interfacciali sono di sufficiente entitd da
realizzare le condizioni previste dalla trattazione di Stokes; pud pertanto
concludersi che, per numeri di Reynolds sufficientemente piccoli, la bolla
di gas si muove in regime di Stokes, ed il fattore d’attrito & dato dalla
equazione (2). ,

Il problema del moto di una bolla di gas in corrispondenza di valori
intermedi del numero di Reynolds fu considerato per la prima volta da
Levich [5].

Tale autore considero il caso in cui la bolla, per quanto sferica, & di dimen-
sioni corrispondenti ad un numero di Reynolds sufficientemente elevato, si
da far stabilire nel liquido una distribuzione di velocitd di ben poco diversa
da quella caratteristica del flusso irrotazionale. La distribuzione di velocita
del flusso irrotazionale ¢ ricavata ponendo, come condizione alla interfacie
gas-liquido, soltanto la condizione di velocita radiale nulla rispetto al centro
di gravita della bolla: & percid necessario che, nelle immediate adiacenze
della bolla, si stabilisca uno strato limite, nel quale il profilo di velocita
¢ distorto in modo tale da realizzare altresi la condizione di componente
tangenziale del tensore di sforzi interni nulla alla interfacie. Levich, intuendo
che tale strato limite fosse di entita trascurabile per numeri di Reynolds
sufficientemente elevati (di cio Levich forni una dimostrazione, basata perd
su una equazione sbagliata), calcold la dispersione di energia connessa con
la distribuzione di velocita del flusso irrotazionale, giungendo cosi alla
relazione:

4) Cp= 48 Re—*.

Successivamente, Chao [8] pose in rilievo U'errore della trattazione di
Levich, e, risolvendo il problema di strato limite, calcold direttamente la
forza agerite sulla bolla, giungendo alla equazione:

(5) Cp = 32 Re—.

L’equazione (5) era stata gia fornita, con una trattazione basata su una
semplice intuizione fisica, da Moore [7]. Sfortunatamente, nella sua tratta-
zione Chao [8] aveva commesso un errore in una delle condizioni ai limiti,
che era perd compensato da un analogo errore in un passaggio analitico susse-
guente, come posto in rilievo da Marrucci [16]; inoltre, sia Moore che Chao
avevano trascurato U'effetto delle forze di pressione dovute allo strato limite.
In un successivo lavoro, Moore [9] pose in rilievo come tali forze erano dello
stesso ordine di grandezza delle forze viscose tenute in conto. Sviluppando
la trattazione fino a considerare la scia presente al polo inferiore della bolla,
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Moore mostrd come il calcolo del coefficiente d’attrito dovesse essere in effetti
basato su considerazioni energetiche, cosi come intuito da Levich; per cui
puo oggi affermarsi che, nel regime di moto di Levich, 'equazione (4) corret-
tamente rappresenta il coefficiente d’attrito.

Per bolle molto grandi, le distorsioni di forma divengono cosi impor-
tanti che ogni trattazione basata sulla ipotesi di forma sferica viene a cadere.
Taylor [17] ha posto in rilievo come le bolle di gas molto grandi abbiano
la forma di un segmento sferico. Per tali bolle la velocitd di ascesa ¢ data da:

©) U= (eR)"-

L’equazione (6) non pud essere utilizzata se non & nota la relazione tra
il raggio di curvatura R’ e il volume della bolla. Tale relazione pud essere
ricavata se ¢ noto 'angolo di apertura del segmento sferico: il valore teorico
di 39 gradi fornito da Moore [7] ¢ in contrasto con le indicazioni sperimen-
tali sia di Taylor [17] che di Astarita e Apuzzo [15], che osservarono angoli
di apertura dell’ordine di 50 gradi.

Va a questo punto messo in rilievo che i tre regimi di moto illustrati
sono intervallati da campi di transizione, vale a dire da gamme di valori del
numero di Reynolds per le quali non ¢ valida nessuna delle schematizza-
zioni assunte nelle tre trattazioni teoriche. Fra il regime di Stokes e il regime
di Levich esiste una zona in cui la distribuzione di velocita nel liquido non
puo calcolarsi né trascurando le forze d’inerzia, né considerando il flusso
irrotazionale; fra il regime di Levich e quello di Taylor esiste una zona in
cui la forma della bolla & decisamente non sferica, ma non & ancora quella
di un segmento sferico. Inoltre, per qualche liquido il regime di Levich pud
non esistere affatto, in quanto la forma della bolla pud allontanarsi dalla
sferica prima che le forze viscose nel seno del liquido siano diventate trascu-
rabili rispetto alle forze di inerzia.

In linea concettuale, gli stessi tre regimi di moto possono esistere anche
in un fluido non-newtoniano. L’analisi teorica degli stessi & possibile solo se
viene ipotizzata una equazione reologica di stato per il fluido considerato;
in questo lavoro l'analisi verra ristretta a quei fluidi puramente viscosi la
cui reologia ¢ rappresentabile dalla cosiddetta «legge di potenza ».

Per tali fluidi, il problema di Stokes ¢ stato risolto da Wassermann e
Slattery [18]. Scopo precipuo di questo lavoro ¢ quello di risolvere il pro-
blema del moto di Levich di una bolla di gas in un fluido non—newtoniano
a legge di potenza.

TEORIA.

Nello sviluppo delle equazioni teoriche relative al problema considerato,
& necessario ricorrere alla notazione tensoriale. Poiché la medesima non &
standardizzata, € necessario precisare che verrad qui seguita la notazione dia-
dica di Gibbs, cosi come illustrata nel testo di Bird, Stewart e Lightfoot [19].
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Per le formule di conversione in altre notazioni si rimanda il lettore al testo
di Fredrickson [20] o alla monografia di Truesdell [21].

Il fluido a legge di potenza, relativamente al quale la trattazione stessa
viene svolta, ¢ identificato dalla equazione reologica di stato:

@) e=—lm | L4

dove 7 ¢ il tensore di sforzi interni, e 4 & il tensore simmetrico della velo-
cita di deformazione:

7n—1 |

i A

eV, oV,
(8) Az’/ = ax; + = 9/’11
La distribuzione di velocitd nel liquido in regime di Levich, essendo
quella del flusso irrotazionale, non dipende dalle caratteristiche reologiche
del fluido considerato, se non nello strato limite, la cui entitd & trascurabile
ai fini della valutazione della dispersione di energia. Pertanto, le velocita:
radiale V, e tangenziale Vy, risultano date, in coordinate sferiche, dalla solu-
zione delle equazioni di Eulero soggetta alle seguenti condizioni:

ovunque, Vg=o0
\7’—~>c>o, V, =1U cos 0
©) ‘
Vy=Usen
r =R, V,=o0
da cui si ricava:
(10) VB_U(I—{— )sene
() V,=—U(I—%> cos 6

Sostituehdo le (10) e (11) nelle espressioni per le componenti del tensore 4
in coordinate sferiche, si ha:

(12) —(A A)*Z[(ZZ) +(_I. ac\ge_|_ )_I_(E_*_Vecote)z

v 7 v

+

+ ‘,,%(Liﬂ) ;— 39\(;’] 9U2 [1 + 2 cos® 0].

Sostituendo la (12) nella (7) possono ricavarsi le componenti del tensore
di sforzi = in coordinate sferiche. La dispersione di energia per unita di volume
¢ quindi ricavabile dalla relazione:

dE
(I 3) _— 7— = —T. VV
dove V ¢ il vettore velocita e ¥ & l'operatore nabla.

Svolgendo le sostituzioni richieste si ha:

+1

(14) —L—M[ U~—~VI—]~2COSZ r
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La dispersione totale di energia risulta percio:

ﬂ

y 2 nt1
I —dE—m U R3]+ dr —I~+—2CO—°—6— -2 7 sen 040
5 7 (3 pr
da cui:
dE __ 2mmU"Tr3rtr L,

(16) — % = i RTL
dove I, & lintegrale:

et I s
17 =] (Q+2cos0) » sen0db =2 [ (1+ 222 * dr.

)
TABELLA 1.

Valori di 1, ¢ di K

.

” L, K,
o 2,55 30,6
0,1 2,62 27,0
0,25 2,73 25,6
1/3 2,80 26,2
0,5 2,94 28,8
2/3 3,08 33,2
0,8 3,20 38,4
I,0 3,33. 48,0

La dispersione totale di energia meccanica nel fluido deve in ogni istante
eguagliare la perdita di energia potenziale connessa col moto della bolla di
gas; pertanto, se F ¢ la forza resistente:

dE
(18) — 22 =FU

da cui pud ricavarsi il fattore d’attrito:

F
(19) Co=—zi— -
EaET
2
Sostituendo la (18) e la (16) nella (19) si ha:
(20) Cp = K, Re'—
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dove il numero di Reynolds equivalente Re’ & definito da:

i (2 R)n Uzénp
(21) Re'= —
e la funzione K, & data da:

n+2 3n+:

(22) : K = -—W P

Un controllo dell’intera trattazione pud aversi valutando il valore di K,, il
che puo farsi in via rigorosa essendo I, un integrale analiticamente valutabile.

Si ottiene:
(23) I =103 ; K,=48

in pieno accordo con I’equazione (4) di Levich (la- equazione reologica di
stato (7) degenera in quella costitutiva dei fluidi newtoniani per n = 1).
Nella Tabella I e nella fig. 1 sono forniti i valori numerici di K, e di I,
per fluidi pseudoplastici (n < 1). 7
interessante rilevare come anche la trattazione di Wassermann e
Slattery conduca ad una legge del tipo:

(24) Cp= X, Re'—

dove X, ¢ una funzione della sola # che, ovviamente, assume il valore 24 per
7z =1, in accordo con l'equazione, (2). E perd da osservare che, mentre

56. — RENDICONTI 1964, Vol. XXXVI, fasc. 6.



842 Lincei — Rend. Sc.’ fis. mat. ¢ nat. — Vol. XXXVI — giugno 1964

la funzione X, assume, per fluidi pseudoplastici, valori di poco maggiori.
di 24, la funzione K, assume valori minori di 48. Pertanto, mentre per fluidi
newtoniani il fattore d’attrito in regime di Stokes differisce per un fattore
di 2 da quello che si avrebbe in regime di Levich, tale differenza & molto
minore nel caso dei fluidi pseudoplastici.

Va altresi osservato che, come puo rilevarsi dalle definizioni di Cp e di

Re, la velocitd di una bolla di gas risulta, sia in regime di Stokes che in
1+n
regime di Levich, proporzionale a R

2t
(23) UxR * .

Per fluidi newtoniani, la (25) implica che U & proporzionale alla po-
tenza 2/3 del volume della bolla; per fluidi pseudoplastici, la velocita U sara
proporzionale ad una potenza pit forte del volume della bolla.

NOMENCLATURA

Cp, fattore d’attrito, vedi eq. (19).

%E‘—, dispersione di energia.

dE’ . . . . T

e dispersione di energia per unita di volume.
F, forza resistente,
g, accelerazione di graviti.
L., fattore numerico, vedi eq. (17).
K, , fattore numerico, vedi eq. (22).
m, consistenza.
n, esponente nella legge di potenza.
7, distanza dal centro della bolla.
R, raggio della bolla sferica.
R/, raggio di curvatura della bolla a segmento sferico.
Re, numero di Reynolds, vedi eq. (I). ‘
Re’, numero di Reynolds generalizzato, vedi eq. (21).
U, velocita della bolla.
Vv, vettore velocita.
x, variabile ausiliaria di integrazione.
X, fattore numerico, vedi eq. (24).
a, tensore di velocita di deformazione.
0, colatitudine.
@, viscosita.
e, densita.
T, tensore “di sforzi interni.
Suﬁssf:
Z,7, componenti cartesiane
7, componente radiale.
0, componente tangenziale.

a, componente azimutale.
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