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Giorgio Ferrarese, Sulle deformazioni finite di una volta, ecc. 825

Meccànica. — Sulle deformazioni finite di una volta: caratte­
ristiche in 2a approssimazione. Nota III di G iorgio  F erra rese , 
presentata (*} dal Socio G. K r a l l .

E ben no ta  l’im portanza della parte  di 2° ordine delle cara tteristiche di 
deformazione nelle questioni di s tab ilità  di un sistem a elastico, specie quando 
la configurazione di riferim ento non corrisponda ad uno stato naturale. Im por­
tanza che assumono già nella teoria linearizzata dell’elasticità, quando si 
pensa cioè di sviluppare il potenziale elastico specifico, funzione delle ca ra t­
teristiche di deform azione complete, in term ini di com ponenti di spostam ento, 
arrestando lo sviluppo alla parte  di 2° ordine (cfr. [6], cap. V, § 2).

Sono proprio i term ini di 2° ordine delle caratteristiche di deformazione 
che perm ettono, una volta assegnato lo stress nella configurazione di riferi­
m ento, il calcolo del lavoro virtuale  corrispondente alla presupposta d istri­
buzione di sforzi; quindi di decidere, m ediante l’applicazione dell’usuale algo­
ritm o variazionale e il calcolo dei valori critici (cfr. ad esempio [2], [3], [4], 
[8]), della s tab ilità  o meno dell’equilibrio forzato in esame.

Scopo di questa N ota è di com pletare le formule linearizzate della teoria 
o rd inaria  delle lastre curve (cfr. [5] cap. X X IV , in particolare p. 524), espli­
citando la parte  di 2° ordine delle caratteristiche di deform azione nelle com­
ponenti di spostam ento. Vengono all’uopo utilizzate formule esatte s tabilite  
nella N ota II  (cfr. [1]). N atu ralm en te  si accetta la teoria del Love, pur 
rilevando che, risentendo le caratteristiche di deformazione di una certa dis­
sim m etria in tro d o tta  già nella definizione, sembra discutibile una espressione 
in  uso del potenziale elastico fiss io n ale  che di esse si vale.

i. Premésse e richiami. -  Siano: 2  la superficie m ediana di una lastra 
curva in una configurazione di riferim ento assegnata C; 2 ' la superficie 
deform ata in una generica configurazione C ' ; Q e Q' la generica coppia di 
pun ti corrispondenti delle due superficie nello spostam ento C -> C' ; 4 ed 4  
le linee di cu rva tu ra  di 2  uscenti da Q; 4  ed 4  le curve trasform ate, in 
generale non coincidenti con le linee d i curvatura della superficie 2 ' uscenti 
da Q'; OQ =  ÓQ (a , [3) l’equazione di 2  riferita alle linee di cu rvatu ra  oc =  var., 
P =  var. (O p u n to  fisso);

(1) ds2 =  A 2 (oc, p) dot? - f  B2 (a , p) <̂ p2 

il quadrato  dell’elem ento lineare di 2 ;

ds-
(2) , P) =  _ _  _  ! (i =  l , 2)

(*) Nella seduta del 9 maggio 1964.

SS- — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 6.
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i coefficienti di dilatazione lineare in Q nelle direzioni di lx ed l2 rispettivam ente, 
ove ds\ =  A  dot e ds2 =  -B dfì sono gli elementi d ’arco corrispondenti;

(3) “  («■ , p) =  cos X

(%' angolo form ato da l\ e l'd) lo scorrim ento relativo alle due curve lx ed /2; 

(4) ds 2 — A 2 (1 ed)2 da2 -f- 2 ABf) (1 _|_ ed) (1 +  ed) d<x dfì -f- B2 (1 -|- ed)2 d $2

il quadrato  dell’elem ento lineare di DI ; T  =  Q tx t2 t3 la terna, trirettangola e 
levogira, costitu ita  dai versori delle tangenti alle due linee coordinate lx ed l2 
(orientate nel verso secondo cui cresce il corrispondente param etro) e dalla 
norm ale a 2 .

Poiché la terna trasfo rm ata di T  non è generalm ente trire ttango la  
(X 4 = 7112)> si in troduce la terna T ' — Q' t'x t2 i3, dello stesso tipo di T, costitu ita 
dal versore della tangente alla linea l'T, dal versore ortogonale e dalla norm ale 
alla superficie 2 '. L a dissim m etria che ne consegue, in quanto  si attribuisce, 
così facendo, alla fam iglia di curve rappresenta te  dalle equazioni oc =  var. 
un ruolo privilegiato  rispetto  all’a ltra  [3 =  var. (l), è un pun to  poco soddisfa­
cente della teoria del Love. Tale dissim m etria rende discutibile, come si è 
già detto , una espressione del potenziale elastico flessionale di una lastra  
che, risentendo della scelta fa tta , non presenta generalm ente carattere invarian- 
tivo rispetto  allo scambio delle due famiglie di curve lx ed l2.

In  ogni modo, accettata la teoria del Love, in troduciam o il ro tore cH 
che trasform a T  in T ' (ta =  $Ua , a =  1 , 2 , 3), nonché il suo vettore ca ra t­
teristico q =  u tg 0/2 (cfr. [7], p. 56).

Ho avuto  recentem ente occasione di accertare (cfr. [1], p. 472) che le ca ra t­
teristiche sovrabbondanti del Love pii — p i , <7'- — qi , r ' — ■ri (i =  1,2) (cfr. [5], 
p. 518), non differiscono dalle com ponenti (t =  1, 2; a == 1,2 , 3) secondo T 
dei vettori

2
1 + ? 2

dq
dee q A dee a ,  = 2

i +  q2

dq̂
3P — <? A

d q \

W ) ’

e che in particolare, per le «changes of curvatu re»  (cfr. [5], p. 519), si ha 
esattamente

(6) J K 2 =  0 2l .

2. Espressione di q m ediante lo  spostamento. -  Poiché il vettore 
in trodo tto , q è univocam ente determ inato  dai versori delle due terne T  e T ', 
è chiaro che la (5) ben si p resta a calcolare le q u an tità  (6) in funzione delle 
com ponenti di spostam ento del pùnto  generico di 2 .

Precisam ente, decomposto t) secondo e la g iacitura normale, posto cioè

(7) ù  =  p- t- +  V- con V =  0 (i =  1 , 2)

(1) È chiaro che in tal modo il ruolo delle due famiglie di curve h ,L  viene assunto 
dalle linee h  , e dalle linee della congruenza normale.
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si ha, per il vettore q , una form ula del tipo (cfr. [1] pp. 473-74) 

(8) 2 q =  g1 +  f t 1

con

(9) — (9̂  +  2 t'Av,) , v = 2
1 P1 T  Pi) "f P2)    ' V z  t z 1

In pari tempo, in trodo tto  lo spostam ento

(10) * =  QQ' =  u tx +  vt2 +  w t3,

per i versori della terna T  si ha (cfr. [1], p. 468)

0 0  <1 +  =  (1 +  e,) <; , <2 +  =  (1 + ^ 2) +  0 — &  Q

e inversam ente

( i O =
ti -j“ Pi S

i -j- ej

ove si è indicato con

.> _ 1 / tz 4~ 2̂ ® ~ ti -f- 9x
t  =   ;-------------------CO -

f i I -f- 2̂ I -j-

<I2> =  - f i — i ' - k :

le derivate direzionali secondo l x ed l2 rispettivam ente. 
Posto allora

(13) S — Uj tx -|“ vi t2 -p w i 3̂

dalla (11'), si trae, avuto riguardo alla (7),

(*' =  1 . 2)

( H )
Px ==

i 4~
1 +  ef

V\ t 2 4- w-l t 3

P2 =
1 / 1 +  v2 Vi

fi --CO2 \ 1 +  ^2

I

4- C-L

i 4* ^

quindi in definitiva

f i — CO2

^ 2  *i 4" W2 *3 -  (! 4~ «1) *i +'Wi *3 ‘
i 4" 2̂ I +  *i

(15) 9 =  2 w 2 ( 2  4" 2̂ 1 4~ ^x) — W i [2/2 4~ co (1  4" ^2)]

(2 4~ 1̂ 4 " £1) [ 1 4  % 4" f i  — co2 ( 1 4 " 2̂)] — z>i [^2 4  co (1 4  2̂)]

A questo punto  non rim ane che esplicitare la (13), nonché le (2) e (3), 
in term ini di com ponenti di spostam ento.

Con le notazioni ado ttate , ove si supponga che la normale t3 sia orientata 
verso la concavità della superficie 2 , si ha

 ̂ <̂1 tx — -j- d2 A  t2 -f- -g— t3 , dx t2 =  0̂2 1̂ > 1̂ t3 =
( l6 ) ]

( > 92 t2 =  — - ~ 8i +  — <3 > M 3 = ----
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essendo qui R x >  o , R 2 >  o i raggi di curvatura principali della superficie 
2  in Q. Nella (13) si deve pertan to  intendere

07)

__ /-\ 1 “V - * *W   ^ a ~ M
«I =  U  +  3>2 A — , v1 =  a, v ------A A ’ Wx =  3l W +  r 7

V Z* ~ -o ~ ^ ~ -p» W  ̂ . Z'u 2 =  ^2u — -g-3iB  , ^2 =  ^  +  Y ai B - ^  , == a2Z£7 -fi •

D ’altra  p arte  dalla ( n )  seguono le formule

1 +  *1 =  |/(i +  ^ i)2 +  ^2 +  ^ 2 , I +  *2 =  Ilu i +  (i - f i  v2)2 +  W2
~   Vz +  U<2 +  «I 2̂ +  Z'i 2̂ +  Wx W t,

(1 +  e-ì) (1 fi 2̂) ’

sì che in definitiva si hanno tu tti  gli elem enti per calcolare esattamente q e 
quindi le « changes of curvature » in term ini di com ponenti u , v  , w  e loro 
derivate [r im e  e seconde.

3. Caratteristiche di deformazione in 2a approssimazione. -  Posto

(19) JC* II -L 1 + ; co =  tò(l) - f  co(2) -{-••• (7 = 1 , 2)

con y.&P p arti di i° ordine ed e*-2> 
luogo alle espressioni seg u en ti(2):

1, parti di 2° ordine, le (18) danno

1 =  uL [ e f = — (v\ +  w 2)

(20) II

"AT f i  = — (»“ +  w t)

\ cu(l) =  u 2 +  vx [ ~(2)co J =  w I w 2 — ux — u 2 v2 .

In  modo analogo dalla (i 5) segue, per 9 =  cp(l) -|- cp(2) -f- • • •, 

(21) cp(l) =  w2 , cp(2) =  — (w1 u2 w2 v2-\-

qonché dalla (9), tenuto  conto della (14),

9 i =  é p  +  «fM ---------  2 + *i + gi 9̂<l) ^  *2 "*"■Wl +  2 ^  <3 ~  Wl ^------ ’

cioè

(22) q[z) =  vx t3 — w z t2 , q[2) =  — w 2 (vt t2 +  w. *3) — ux (vx t3 — w 2 t2) .

L a (8) porge allora, per q =  g(l) -j- 

2 q M =  w 2 t1 — w z t2 +  Vi t3

2 =  — (w2 u 2 +  w 2 v2 - f  — w x v2j tT +  {w2 ux - f  f i  w 2v)j t2 +

+  A  w x w 2 — u2 vA t3.

(2) Cfr., avuto riguardo alle notazioni (17), [5] p. 521 per la parte di i° ordine e [2] per 
la parte di 2° ordine, limitatamente al caso di una superficie cilindrica.
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Seguono di qui, per semplice derivazione, avuto riguardo alla (16), le 
caratteristiche di deform azione nella approssimazione voluta. Posto che 
dalla (5) segue, per n i =  42;x) - f  42/s) +  • • - ,

1 £l[l) =  2 A A g (l) , =  2A  (d, qi2) — qil) A A g (l))

( 22 i0 =  2 B 32 -  2 B (32« (2;) -  A 3»«(l))>

si ha, tenuto  conto della (6),

I tW  =  diWx — —  — 32Az£/r

(24) j = d z Wt + f d 2Kw,

nonché

1 K(2r) =  a2 w 2 +  — 3, B wt

t<2> =  —  W(l) 3r w T —  S, (e ?  w„) +  - +  —  a2 A w.j e1?  — w I dz u2

Kj2) = — 3r ( e ^ w ^ — f d ^ A  (S(l)ó \  +  e ^ w 2) — w 2 dl Vl —  +  “ '*)

K (22) =  —  a2 (e ̂  w 2) — « (I) 32 w z —  — 3t B<j ̂  a/t — a/, 32 u 2 —  (vi +  wl) .

Per quanto  riguarda le (24) si confronti [5] p. 524, tenendo conto delle 
posizioni (12) e (17).

Osservazione. -  Le formule ora scritte  risentono evidentem ente della 
dissim m etria in tro d o tta  fin dall’inizio con la scelta della terna T ' la quale 
attribuisce, come s’è detto , un ruolo privilegiato ad una delle due famiglie 
di linee di cu rvatu ra  di E. In  term ini più precisi se, fermo restando il 
significato di u ì v e w, si scam bia il ruolo delle due famiglie di curve, cioè 
si m utano  A  , 3X , 32 , R r , R 2 , u  e v  rispettivam ente in B , 92 , dx , R 2 , R r , 
v e u, si ottengono, come è naturale, per le «changes of curvature», a diffe­
renza di quahto  accade per gli allungam enti e lo scorrimento, dei gruppi di 
formule diversi da quelli riporta ti. A d esempio, per le p arti di i° ordine si 
ha lo scambio di K x e K 2 in K 2 e K x rispettivam ente, m entre t non si m u ta  
in sè, come è natu rale  in base alla (6)x.

Ne consegue che Vespressione del potenziale elastico flessionale fornita dal 
Love (cfr. [5], p. 530) non ha carattere invariantivo rispetto  allo scambio delle 
linee di cu rvatura neppure considerando le espressioni linearizzate d i , K 2 e t .

4. Caso DI un c ilin d ro  c irc o la re . -  Supponiam o che la superficie E 
si presenti come un  cilindro circolare di raggio R e assumiamo come p ara ­
m etri oc e (3, per il suo punto  generico Q, l’ascissa ^  sulla generatrice che 
lo contiene, con tata  a partire  da una sezione circolare fissata e l’angolo 0 
che il semipiano per Q contenente l’asse del cilindro forma con un semipiano 
fisso. Per quanto  riguarda le com ponenti dello spostam ento « — QQ' siano: u, 
la com ponente secondo la generatrice, v  secondo la tangente alla direttrice 
e w  secondo la norm ale interna  al cilindro.
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Ciò posto, riferiam oci dapprim a alla f a m ig l ia  d e lle  g e n e r a tr ic i , intendiam o 

cioè nella (12) 3X =  —  , 32 =  — —0- , nonché A =  i, B =  R, i/R , =  o,

R 2 =  R. Le (24) e (25), avuto  riguardo alla (17), assumono allora la forma
I 3 ( dwTW =

(2)
R \ 50 +  v) .

K ?' =
(26;

—  tó(I) 32 w I
dx2 R" 1

d2W
dx2

, k <2) = = —

i 3
~rJ  ~W

/ dw 
\~30~ +  v )■

1 9 cW
R2̂ "30" 1“30"

£>(■dw
v w +  vj

I dw d2 U

3 f (1) dw \
dx S\ 1 dx I

R dx dx 30

I (cW \ d2 V
i n i r  +

+  vj R dx 30
I dw d2 U 

R2 ~dx 302
1

2 R
' 3z/ \ 2 , / dw \? j
dx { dx I

con

(27)
(x)__ du

e* ~  aL
V1)

( 36 W
In particolare nel caso n on  es ten s io n a le ì

1 / dv 
~R~ \~30~

si ha (3)

(
(28)

r ( 2 )  :

du dv cV
dx =  O , “30" == w ’ "W

30 1
' dw 
dx

u \
RTj ’ K ? =  O , :

. K<2)= o , K<2)
I dw 3

R 2 dx 302

~(x)  dv I du
w ~  W  IT  To'

I du 
~R “30"

2 R
1 /  \ 2 j _ / 3̂ \ 2'

R^V30~/ + \"3LJ .

Supponiano ora di far riferim ento alla f a m ig l ia  d e lle  s e z io n i n o r m a li ,

con che nelle (24) e (25) si deve intendere d1 =  — —  , d2 =  —  , A =  R,

B =  i* R x =  R , i /R 2 == o. Scam biando successivamente u e  ^ risp e ttiv am en te  
con v  ed u  si ottiene, avuto  riguardo alla (17), il nuovo gruppo di formule

I 3 /dw  u
I l 6 \ a F  ~Rj

^  d ( dw

É<x>-

or

(26 a)

T<2) =  -

K (l) = R2 30

E R  =

R2 30 V 30

i 3

.+«,)__ L V  (e ^ ^ L  \ +  JL ev>*L___L ( ^ + v\ 2!f!_
^  I R 3 0 C  3* A  R2 2 30 R2 1 3 0 ^  / 3^:30

_L A
R2 ~30

( » + • ) .

W + " )
I dw d2 U

R2 3* 302 2 R R:
I /  du I dw

50 ) \ dx I
32 w  
dx2

l; rr(2) 3 ( (1) d w \ or1' d Idw . \ 1 ( dw.  . \ d 2v
K* = - - 5 7 ^  -àFj----- R - 3 7 (T0- + d - ^ l 30- +  ^)-3̂ >

ove sono s ta te  conservate le notazioni (27).

(3) Per le parti di i° ordine si confronti [5] pp. 505-507, nonché [3] p. 1289.
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Nel caso non estensìonale queste danno luogo a

(28 a)

=
1

~rT

t(2) =  —

K<a> =  —

a I cW u \
\ d x R )  ’

L f 1 cW
+  v

\ d2V
R2 ' I3x  36 ’

1 3 w 32 u i
W dx 302 2 R

K ,(0 I
^  R2

32 W .
IP "  +  w K ( 1) =  o

K (22) =  o .

Si rilevi, dal confronto della (28) con la (28 d) che, almeno nel caso non 
estensionale, sussistono le uguaglianze

, KiT) =  K (2t> , K<i) =  K ?)

nonché, per le parti di 20 ordine, Ki2) =  K (22), KÌ2) =  K i2) .
Non si ha invece t (2) =  t (2); sì che l’espressione del potenziale elastico 

di flessione di cui in [5], p. 530 è, nel caso di un cilindro, invarian te  rispetto  
allo scambio delle linee di cu rvatu ra solo per deformazioni prive d i estensioneì 
limitatamente alle espressioni linearizzate d i K x , K 2 e t .
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