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G eom etrie finite. — Intorno a certi (g 9){2—archi di S 2̂ (#).
N ota di C laudio D i C om ite , p resen ta ta  (**} dal Socio B. S eg re .

Si è ricordato  in [2] e [3] come B. Segre (ved. B. Segre [8], [9], [10], [11], 
[12]) e L. L om bardo R adice (ved. L. Lom bardo Radice [4]) abbiano determ i­
nato  yé-archi in uno spazio lineare finito, S2.qì servendosi di curve algebriche. 
In  [2] e [3], so tto  la guida del prof. B. Segre, si sono costru iti /é-archi rispe t­
tivam ente m edian te cubiche cuspidate e m ediante cubiche nodate.

In  questa N ota, usufruendo di cubiche aventi un punto  doppio isolato, 
si determ inano (g -f- 9 )/2-archi di S2j? (g ^  1 (mod 3) e q ^  1 (mod 4)), non 
contenuti in coniche, e, in particolare, 10-archi com pleti di S2jII (si ram m enti 
che io -a rch i com pleti di S2>II sono s ta ti costru iti da M. See con Paiuto di una 
calcolatrice elettron ica (ved. M. Sce-L . L unedi [5])).

1. Richiami s u l le  C3 di Sa,* a v e n ti un punto doppio iso la to . -  Nel 
piano proiettivo  S2̂ ,  sopra il campo finito a di cara tteristica  p  =j= 2 ,3  (I) ed 
ordine q =  p h, si consideri una  cubica K irriducibile avente un  punto  doppio 
nodale N (necessariam ente in S2j(7) a tangen ti principali coniugate in u n ’esten­
sione q u adratica  di or. C iascuna delle q + 1  re tte  del fascio di S2j(7 di cento N 
in terseca K, o ltre che in N, in uno ed un solo punto, necessariam ente su g ; 

ne segue che:
I) K  contiene q +  2 p u n ti d i S2}q .

Poiché l ’ordine di K è m inore di p  (p ~ {= 2 ,3 ), è lecito servirsi nello 
studio di K delle form ule di P lucker, purché si tenga conto anche di 
elem enti (punti e re tte ) che non sono sul campo base. Si conclude così che:

II) K è d i classe 4 e possiede 3 flessi.
Per ogni flesso F  di K , passa, o ltre alla re la tiva tangente infiessionale, 

una ad una sola tangente, t. Se F  è su cr, anche / è su cr; in fa tti il pun to  di 
con ta tto  di t  con K b  Punico punto , d istin to  da N e da F, in cui la prim a 
polare di F  rispetto  a K in terseca K, ond’esso (e conseguentem ente t) è 
necessariam ente su g  se F  (e conseguentem ente la prim a polare di F  rispetto  
a K) è su g .

Per ogni pun to  P di S2)<7 appartenen te  a K, d istin to  da N e dagli eventuali 
flessi su cr, passano, o ltre alla tangente in P e K, altre due tangenti d istinte, 
le quali possono essere en tram be su cr oppure coniugate in u n ’estensione 
q uadratica  di cr. Si indichi con u  il num ero di pun ti per i quali si verifica 
la p rim a even tua lità  e con v il num ero dei pun ti per cui si verifica la

(*) Lavoro eseguito nelPam bito dell’a ttiv ità  dei Gruppi di ricerca m atem atici del C .N .R.
(**) Nella seduta del io  giugno 1964.
(1) Nel seguito, anche se non detto  esplicitam ente, si supporrà sempre p  =j= 2 ,3 .
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seconda; de tto  i il num ero dei flessi di K appartenen ti ad S2>*, risu lta  
evidentem ente

(1.1) u  +  v +  i =  q +  1.

D ’altronde, contando (in due m odi diversi) il num ero delle coppie costitu ite  
ciascuna da un  pun to  di S2̂  appartenen te  a K e diverso da N e da una 
tangen te su cr che lo contenga, si o ttiene

(1.2) 3 U - f  V +  2 i  =  2 (ff +  I ---  0  +  Z.

Dalle (1.1), (1.2) si ricava

u  =  (q +  i)/2 —  i 

v = ( g + i ) / 2 .
Riepilogando:

II I)  Delle tre tangenti passanti per un punto d i S 2,g appartenente a K 
e distinto da l punto  doppio e da i fle ss i , o soltanto la tangente nel punto mede­
simo è su à oppure tutte e tre sono su  cr; e Vulteriore tangente passante per un  
flesso su <s è su  cr. Detto i  i l  numero dei flessi su ày i l  numero dei p u n ti per  
cui s i presenta la p rim a  eventualità è (q +  i)/2 e quello dei p u n ti per cui si 
presenta la seconda è (q -j- i)/2 —  i.

2. C onsiderazioni u l te r io r i  s u lle  C3 di S2,* con un punto  doppio 
ISOLATO NEL CASO IN CUI q ^  i (mod 3). -  F issato i n S 2;?, con q ^  1 (mod 3), 
un  riferim ento pro iettivo , sia K  la C3 di equazione

(2.1) z (x2 +  x y  +  y 2) - x y { x - \ - y )  — o.

Palesem ente K è irriducibile ed ha un punto  doppio in O s (o , o , 1).
Il polinomio x 2 x y  +  y 2 (che eguagliato a zero rappresen ta  com plessi­

vam ente le tangen ti principali) è riducibile in a se e so ltan to  se — 3 è un 
quadra to  in a; le due tangen ti principali sono dunque distin te, essendosi 
supposto p  =j= 3.

Si verifica inoltre facilm ente che F x =  0 1 ( 1 , 0 ,  o), F2 =  0 2 (o , 1 , o) ed 
F 3 ( i , —.1 ,0 ) sono pun ti di flesso. R icordando (ved. C. Di Com ite [3], 
I I I  prop.) che, s e q ^  1 (mod 3), ogni C3 nodata  di S2j<7 ha uno ed un  solo flesso 
in S2j!7, si conclude che le due tangen ti principali sono coniugate in u n ’esten­
sione qu ad ra tica  di cr e quindi:

IV) In  S2ìqy con q ^  1 (mod 3), esistono cubiche con un punto  doppio 
isolato aventi i  tre fle ss i in  S 2,q .

R esta  anche p rovato  che il polinomio x 2 -j- x y  -j- y 2 è irriducibile in cr 
e di conseguenza:

V) In  ogni campo fin ito  d i ordine q =  p h , con p  - 2 , q 1 (mod 3),
—  3 è un non-quadrato .

Si osservi che il pun to  d ’intersezione delle tangenti nei flessi F x =  O x 
ed F2 =  0 2 è il pun to  u n ità  del riferim ento.

Viceversa, si consideri in S2,̂  una qualsiasi C3 avente un pun to  doppio 
isolato, N, ed i tre  flessi su cr; prendendo 0 3 =  N ed O j , 0 2 coincidenti con
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due qualsiansi dei tre  flessi (il che si può fare in 6 modi diversi), ed assu­
m endo il pun to  U  u n ità  nel pun to  d ’intersezione delle re la tive tangen ti infles- 
sionali, resta  fissato un  riferim ento in cui la C3 vien rap p resen ta ta  dalla (2.1).

3. D eterm inazione di (q +  9)/2-a rc h i di S2,̂  con q ^  1 (mod 3) 
1 (mod 4). -  D e tta  K una qualsiasi C3 di S2ĵ ( ^ ^  1 (mod 3)) avente 

un pun to  doppio isolato ed i cui flessi siano tu tti  e tre su cr, si fissi un 
riferim ento in cui K  sia rap p resen ta ta  dalla (2.1). Com ’è subito visto, si può 
allora dare di K  la seguente rappresentazione param etrica:

Si osservi che: per X =  o , 00 , — 1 si hanno i tre flessi di K, per X ec  
e X =(= o , — 1 si ottengono i p u n ti di S2̂  appartenen ti a K  e d istin ti dal pun to  
doppio N e dai flessi, m en tre  N si ha  per quei valori di X (appartenen ti ad 
u n ’estensione qu ad ra tica  di a) per cui risu lta  X2 +  X +  1 =  o.

Si può provare, con ovvii calcoli, che una re tta , non passan te per N, 
in terseca K  nei tre  pu n ti di param etro  rispettivam ente Xx , X2 , X3 se, e sol­
tan to  se, risu lta

(3*2) Xr X2 -f- X2 X3 -f- X3 Xi -|- Xj -f- X2 -f- X3 — o ..

D alla (3.2) segue che per un pun to  di param etro  Xe <r, X =4= o , — 1, passa 
una  sola tangen te su a (la tangen te  nel punto  medesimo) se, e so ltan to  se, 
l ’equazione

nella variabile [x, non ha radici in a; a ll’uopo occorre e basta  che X2 +  X +  1 
sia un n o n -q u ad ra to  in or.

Si vuol provare che:
V i) Se q =£ 1 (mod 3) e q Ej= 1 (mod 4), l'insiem e  H dei p u n ti d i  S2,* 

appartenenti a K  per ciascuno dei quali passa una sola tangente su  cr (la tan­
gente nel punto  considerato), è un  (q +  i)/2 -arco.

In tan to , per la I I I ,  H  contiene (q +  i)/2 punti. Per provare che i pun ti 
di H sono a tre  a tre non allineati, si consideri l’estensione a (u) di cr defi­
n ita  d a ll’equazione

( 3 4 )  U2 +  U + l  =  o.

Nel piano S2}̂  sopra cr (u) la cubica K, di equazione (2.1), ha in 0 3 un  nodo. 
Sia K0 l ’insieme dei (q 2 —  i)/2 p un ti di S2)<?2 appartenen ti a K, per ciascuno 
dei quali passa una sola tangente su cr (u), vale a dire la tangente nel punto  
considerato (ved. C. Di Com ite [3], IV  prop.), e sia K x l’insieme dei tangenziali 
dei p u n ti di K0; poiché q2—  1 è divisibile per 4, K x è un (q2 —  i)/4~arco 
di S2j!?2 (ved. C. Di Com ite [3], V  prop.). Per provare che H è un (q -j- i)/2—

(3-0

x  — 1 -f- X -f- X2 

y  =  X (1 +  X +  X2) 

z  == X (1 “f- X).

(3-3) [X2 +  2 (JL (X +  1) +  X =  o,
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arco di S2>, ,  basterà quindi provare che H è contenuto in K x e, per fare ciò, 
è sufficiente dim ostrare che, per ogni X e <r con X2 +  X +  1 n o n -quadra to  
in d, liq u az io n e  (3.3) am m ette radici, fxx e [i2, in a (u) e che, per una delle 
due radici, ad esempio ^  , risu lta  [i2 +  [a '+  1 no n -q u ad ra to  in a (u).

Si cominci ad osservare che, se X2 +  X +  1 è un n o n -q u ad ra to  in a, 
poiché, per la V, — 3 è anche un n o n -q u ad ra to  in cr , (—  3)—1 (X2 +  X +  1) 
risu lta  un q uadrato  in cr, cioè:

(3*S) ( 3)~ I (^2 +  ^ +  1) =  cl2 ) con a € cr.

D ’a ltra  parte , essendo — 3 =  (2 u  +  i )2 per la (3.4), — 3 è un quadra to  in 
c (u) e quindi a ltre ttan to  può dirsi di

(3-6) X2 +  X +  1 =  (2 u +  i )2^2;

di conseguenza la (3-3) e risolubile in cr (u ), le sue due radici essendo
—  (X +  0  =t (2 u  +  1) a. C onsiderata ad esempio la (ax == —  (X +  1) — 
■— (2 u : 1) a, risu lta, in v irtù  delle (3,5), (3:6),

(3-7) p* +  ^  +  1 = ' —  6 a2 +  a (2 X +  1) +  2 a (2 X +  1) u .

R esta  da vedere se si può determ inare un elem ento c +  u d e c  (u), tale 
che sia

(3-8) K  + A  +  1 =  (* +  **D3-

O sservato all’uopo che, per la (3.4), risu lta

(3-9) (f +  u d ) 2 =  c2 —  d 2 +  d  (2 c —  d) u ,

dalle (3,7), (3.8), (3.9) segue

, N i — 6 a2 +  a (2 X +  1) =  c2 —  d 2.
(3.10)

( 2 a (2 X +  1) =  d  (2 c —  d).

Elim inando la c tra  le (3.10), si ottiene

(3-i 0  3 dA —  24 c f d 2 —  4 a2 (2 X +  i)2 =  o,

e, tenuto conto che per la (3.5) si ha

(2 X +  i)2 =  —  12 a2 —  3, 

la (3.11) risu lta  equivalen te alla

(3-12) d A —  8 a2 d 2 +  16 cfi +  4 a2 == o.

Condizione necessaria per la risolubilità  in a di questa  equazione, ne ll’inco­
gn ita  d, è che —  4 a2 sia un quadrato  in or, cioè che — 1 sia un quadrato  
in cr; m|a questa  condizione non è verificata, poiché si è supposto q ^  1 
(mod 4),' quindi la (3.12) non è risolubile in a e, di conseguenza, la (3.8), quali 
che siano c , d  € a, non è m ai vera, cioè ~b Lq 4“ 1 è un n o n -q u ad ra to  
in cr (u).
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P ro v ata  così la V I, si d im ostrerà ora che:
V II) Aggregando a l (q +  i) j2-arco  H d i  S2>(7 (q 1 (mod. 3) e q ^  1 

(mod 4)) i l  punto doppio d i  K ed i vertici del trilatero form ato  dalle tangenti 
inflessionali, si ottiene un (q -f- g)/2—arco.

D etti U i (i = 1  , 2 , 3) i vertici del trila tero  form ato dalle tangenti infles­
sionali, per p rovare l ’asserto b asta  d im ostrare che i q u a ttro  pun ti U ? , N 
hanno indice zero rispetto  ad H e che le sei re tte  che li congiungono a due 
a due sono esterne ad H.

E evidente che N ha indice zero rispetto  ad H e che le tre tangenti 
inflessionali sono esterne ad H; rim ane quindi soltanto  da provare che 
ciascuno dei pun ti U z- ha indice zero e che ciascuna delle re tte  NTJX è 
esterna.

Si osservi che, per ogni i — 1 , 2 , 3 ,  esistono in S2}(7 due riferim enti, aventi 
Eh come punto  un ità , nei quali K  è rap p resen ta ta  dalle (3.1); fissato ad arb i­
trio uno dei due riferim enti, se U . (1 , 1 , 1) fosse allineato con i pun ti che 
si ottengono dalle (3.1) per i valori Xx e X2 di X, con Xx'■=(= X2 e Xx , X2 € cr, 
sussisterebbe la relazione

(3.13) )ii +  Xx X2 + 'X 2 =  o.

M a questa  è assurda, poiché l ’equazione (3.4) non am m ette radici in c, sicché 
Uà ha indice zero rispetto  ad H.

Infine, la re tta  N E h , di equazione x  =  y ,  incontra K, o ltre che in N, 
nel pun to  di param etro  X =  1; questo punto  non appartiene ad H , poiché, 
per X =  1, X2 +  X +  1 =  3 è un  quadrato  in cr, essendo il p rodo tto  dei due 
elem enti — 1 e — 3, n o n -q u ad ra ti in cr, quindi la re tta  NEh è esterna ad H .

Riepilogando:
V i l i )  S ia  K  una qualsiasi C3 d i S 2)? (g 1 (mod 3) e q ^  1 (mod 4)) 

avente un punto doppio isolato ed i cui fle ss i siano tu tti e tre su  a. L 'insiem e  
di p u n ti d i  S2}q costituito dai p u n ti d i  K  per ciascuno dei quali passa una  
sola tangente su  cr (la tangente nel punto  considerato), dal punto doppio e dai 
vertici del trilatero form ato  dalle tre tangenti inflessionali, è un (q -f- 9)/2- 
arco.

Il più piccolo valore di q =  p h, tale che sia p  =}= 2 , 3 , q ^  1 (mod 3), 
q ^  1 (mod 4), è q — p  =  11; il (q +  9)/2-arco, determ inato  da una cubica 
K  (irriducibile), ha in ogni caso più di sei punti in comune con K e 
pertan to :

IX ) I l  (q +  g)l2-arco, determinato da una cubica K, non è m a i con­
tenuto in  una .conica.

Iri particolare:
X) P er q =  r i ,  con la suddetta costruzione (ved. V I I ! ) si ottiene un  

io -arco completo d i  S2jXX.
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