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Matematica (Teoria dei numeri). — Swur les nombres naturels n
et k tels que les nombres n et nk sont & la fois pseudopremiers. Nota di
ANDRE RoTkIEWICZ, presentata ) dal Socio straniero W. SIERPINSKI.

On appelle pseudopremiers les nombres composés 7 tels que 7| 2" — 2.
Dans cette note je démontrerai les deux théorémes suivants:

THEOREME 1. — Le plus petit nombre entier k> 1 pour lequel il existe
un nombre pseudopremier n tel que le nombre kn est aussi pseudopremier est
le. nombre fe = 23.

THEOREME 2. — S7 @ ot b sont des nombres naturels premiers entre eux
et k un nombre naturel quelconque, il existe un nombre premier p et les nombres
naturels n, , 1. ,- - -, n,, tels que

1° p = b (mod a);

2° Ny, Mo, - v, M, Sont des nombres pseudopremiers et n, = 1 (mod a)
pour i =1,2, -,k
3° pn., pn., - -, pn, Sont des nombres pseudopremiers et pn, = b
(mod @) pour ¢t =1,2,---, 4.
LEMME 1. — 87 n et kn sont des nombres pseudopremiers, on a n|2* — 2.
Démonstration du lemme 1. - Si # est un nombre pseudo-

premier impair, on a #z|2"—* — 1, d’ol::
(1) n|20—n%—1,

Or, le nombre z£ étant pseudopremier, on a £z | 2% — 2, d’ol, vu que
2 non | 7, on obtient:

(2) 7|2 —1 —1.

Il résulte de (1) et (2) que 7| 20t—Ank—5) 1 |2f—1 1|2t — 2,

Si 7 est un nombre pseudopremier pair, on a # = 27%,, ol #, est un
nombre impair et de 7| 2” — 2 on trouve 7, | 2”—* — 1 et de An|2* —2 on
trouve 7z, | 2#—*—1 et, comme plus haut, on en déduit que 7, |2¢—*—1,
d’ou 7| 2* — 2.

Démonstration du théoréme 1. — Supposons que les nombres
n et kn sont pseudopremiers. Vu que, pour 1< 2 <10 et 2= 13, 14, I8
le nombre 2% — 2 n’est pas divisible par aucun des nombres pseudopremiers,
en vertu du lemme nous pouvons supposer que £> 11 et 2=F13, 14, 18
Il ne peut pas étre £ = 12, 16, 20, on qu’il n’existe aucun nombre pseudo-
premier divisible par 4. Il nous reste donc a étudier les cas 2 = 11, 13, 17, I9,
21, 22, 23. On vérifie sans peine que tous les nombres pseudopremiers qui divi-
sent respectivement les nombres 2 —2, 2% —2,27 —2 29— 2 2% 3

(*) Nella seduta del 10 giugno 1964.
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2** — 2 sont respectivement I1-31, 43-127, 17-257, 19-73, 11-31, 127-337.
Mais aucun des nombres 11?31, 15-43-127, 17°-257, 19?-73, 2I-11-3I,
22-127-337 n’est pas pseudopremier. D’aprés le lemme 1 il ne peut pas donc
étre £ << 23. Pour 2= 23 les nombres pseudopremiers correspondants sont
7 = 89.683 = 60787 et kn = 23-89-683 = 139810I.

Le théoréme 1 se trouve ainsi démontré.

LEMME 2. — S7 p et g sont des nombres premiers, m, , m, ,- - -, mp., sont
des nombres naturels distincts, m;|m , f, (2) = H (' — D)) o p est la

Jonction de Mibius,
3) mlp—r1 , (Lt m)=1,

m

@ lp—1 , mag(ma)lg—1

(ot ¢ est la fonction de Euler),

(5) pﬂjl =glgr g, 9. <g, < <y, ; ¢7¢r - -¢“*non|g—1;

5
alors chacun des nombres
n,=fp: (2) fp—: (2) pour ¢{=1,2, -,k 1
m; KOES

est pseudopremier et n; = 1 (mod a).
Démonstration du lemme 2. — En vertu du théoréme de Zsig-
mondy (voir [3]) et d’aprés la formule (5), tout diviseur premier du nombre

"y

Fp—: (2) est = I(mod p_l), d’ot, d'aprés m,|m on trouve
P

z

m

©) So—s (2)zl<mod p#1)~
D’autre part, comme 7z, |7, il résulte de (4) que ¢*| % etmao (ma)|g—1
et, en vertu du lemme 1 du travail [2] (voir aussi [1]) ona

@) fr—: (2) =1 (mod am).

z

D’apres (3) les formules (6) et (7) donnent

8 fr—: (2)=1 (mod p—1).
Il résulte de (8) que Z
(9) fo—1 (@) fs—: (2)=1 (mod p—1) pour Z=1,2, --,~241.

Comme m; 4=m;.,, le nombre n; = f;_, (2)f—. (2) divise le nombre
; T e
2’77 —1 et, d’aprés la formule (9), on a 7, | 2’7 —1 |27 — 1| 2" —2 et,

comme f, . (2)>1, f,—; (2)> 1,7, est un nombre pseudopremier.

—1 —1

my M1
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D’aprés (7) on a #, = 1 (mod a) et le lemme 2 se trouve démontré.

Démonstration du théoréme 2. — Soient @ et & deux nombres
naturels quelconques premiers entre eux. Soit »# un nombre naturel quelcon-
que, tel que (@, m) = 1, et vient m; ({ =1 ,2,---, £+ 2) des nombres na-
turels distincts, tels que 2, | 7 pour 2 = 1,2, ---, £ 4 2, et soit g un nom-
bre premier tel que amq (am)|g—1. Comme (a,mg®) = 1, il existe un
nombre naturel » tel que

(10) r= 6 (mod @) et 7»=1 (mod mg?).

Vu que (a, 6) = 1, il résulte de (10) que (amg?, ) = 1 et, de méme facon
qu’on a démontré le lemme 2 du travail [1], on démontre qu’il existe une
infinité de nombres premiers p de la forme amg®?x 4 » (ou x est un entier
non négatif) pour lesquels on a la formule (5).

Soit » un nombre premier de la forme amg® x 4 », pour lequel on a la
formule (5). Alors d’apreés (10) on a p = é (mod ). En vertu du lemme 2
tout nombre 7, = f4,_, (2) fs—. (2) ¢=1,2, -+, 2+ 1) est pseudopremier.

L™y 41
Le nombre premier p divise un au plus des nombres f,_; (2) ¢=1,2,---
g
«++, £+ 2) ou bien ne divise aucun de ces nombres. Dans le premier cas, sans
diminuer la généralité de la démonstration, nous pouvons supposer que

2| fs—: (2). Dans tous les deux cas on @
Mht2

(11) pfﬁ(‘z)fg(z)\zi’—‘——l_ pour i=1,2, -4

7 Mit1
et, comme, d’aprés (8), #»;, =1 (mod p— 1), on a
(12) pn | 2T — 2T — 1| 2?2

et pn; est un nombre pseudopremier. Vu que 7, =1 (moda) et p =64
(mod @), on a pn, = 6 (mod &) et le théoréme 2 se trouve démontré.
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