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M atematica (Teoria dei numeri). — S ur les nombres naturels n 
et k  tels que les nombres n et nk soni à la fo is  pseudopremiers. Nota di 
A n d r é  R o t k iew ic z , p re sen ta ta ^  dal Socio straniero W. S ie r p in s k i .

On appelle pseudopremiers les nom bres composés n tels que n j 2n —  2. 
D ans cette  no te je dém ontrerai les deux théorèm es suivants:

ThÉORÈME 1. -  Le plus petit nombre entier k^> 1 pour lequel il  existe 
un nombre pseudopremier n tei que le nombre kn est aussi pseudopremier est 
le nombre k — 23.

ThÉORÈME 2 . — S i a et b sont des nombres naturels premiers entre eux 
et k un nombre naturel quelconque, i l  existe un nombre premier p  et les nombres 
naturels nz , n2 , • • •, nkì tels que 

i°  p  — b (mod a);
2° nx , n2 , • • •, nk sont des nombres pseudopremiers et nt 1 (mod a) 

pour i =  1 , 2 , • • •, k,
3° pn  1 , p n2 , • • - , p n k sont des nombres pseudopremiers et pn{ — b 

(mod a) pour i — 1 , 2 , • • •, k.
Lemme i. —  S i  n et kn sont des nombres pseudopremiers, on a n | 2k —  2.
D é m o n s t r a t i o n  du lemme 1. -  Si n est un nom bre pseudo

prem ier im pair, on a n | 2n~~x —  1, d ’où:

(1) n \ 2(n~ I)k —  1.

Or, le nom bre nk  é ta n t pseudoprem ier, on a kn \ 2kn —  2, d ’où, vu que 
2 non | n , on obtient:

(2) n  | 2nk~ 1 —  1.

Il résulte de (1) e t (2) que n | 2(-nk~~k’nk~~1̂ —  1 | 2k~ 1 —  i \ 2 k —  2.
Si n  est un  nom bre pseudoprem ier pair, on a n =  2 nT, où nx est un 

nom bre im pair e t de n  | 2n —  2 on trouve nx | 2n~~I -— 1 e t de kn  | 2kn —  2 on 
trouve nt | 2nk~~x —  1 et, comme plus hau t, on en dédu it que nx | 2k~ x—  1, 
d ’où n | 2k —r- 2.

D é m o n s t r a t i o n  du théorèm e 1. -  Supposons que les nom bres 
n  e t kn sont pseudoprem iers. V u que, pour 1 <  k  <  io  e t k =  13, 14, 18 
le nom bre 2k —  2 n ’est pas divisible par aucun des nom bres pseudoprem iers, 
en vertu  du lemme nous pouvons supposer que k >  11 e t ^=|= 13, 14, i8* 
Il ne peu t pas ètre  k =  12, 16, 20, on q u ’il n ’existe aucun nom bre pseudo- 
prem ier divisible par 4. Il nous reste done à étud ier les cas k =  11, 15, 17, 19, 
21, 22, 23. On vérifie sans peine que tous les nom bres pseudoprem iers qui divi- 
sent refepectivement les nom bres 211 —  2 , 215 — 2 , 217 —  2 , 219 —  2 , 221 —  2,

(*) Nella seduta del io  giugno 1964.
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222 — 2 sont respectivem ent 11-31, 43-127, 17-257, 19-73, n*3L  I27 • 337- 
M ais aucun des nom bres 112 • 31, 15-43-127, 172 * 2 5 7, i92-73, 21-11-31,
22- 127-337 n ’est pas pseudoprem ier. D ’après le lemme 1 il ne peu t pas done 
ètre  k <. 23. Pour k =  23 les nom bres pseudoprem iers correspondants sont 
^  =  89-683 =  60787 e t =  23-89-683 == 1398101.

Le théorèm e 1 se trouve ainsi dém ontré.
LEMME 2. -  S i  p  et q sont des nombres premiers, m x , , • • •, ^ +2 sont

des nombres naturels distinctsì m { | m  , f n (2) =  J^[ (2*;— 'i)m-(»/0, où jx ^  /#

fonction de Mobius,

(3) m \ p  —  1 , ( ^ —  ,*») =  1,

(4) q2 | 7) —  1 , 9 (w#) | q —  I

(où 9 est la fonction de Euler),

(5) p- a T a 2 a  .  .  . ai a non I ^ 1 ;

<2/0;  ̂ chacun des nombres

ni = / p - i  — i (2) Pour * =  1 , 2 ,- • -, k +  1
m i mi + 1

est pseudopremier et n{ == 1 (mod <2).
D é m o n s t r a t i o n  du lemme 2. -  En vertu du théorèm e de Zsig

m ondy (voir [3]) e t d ’après la form ule (5), tou t diviseur prem ier du nom bre

/  p — i (2) est '== 1 [m od ^  1  ̂ , d ’où, d ’après m{ \ m  on trouve 
' ì )

(6) f p - , (2) =  i (mod
m •

 ̂ . jp _ J
D ’au tre  p art, comme m { | m> il résulte de (4) que q21 —------e t ^<29 (ma) | q —  1

et, en vertu  du lemme 1 du trava il [2] (voir aussi [1]) on a

(7) 'f p ~ i  (2) =  1 (mod am).

D ’après (3) les form ules (6) e t (7) donnent

(8) f p - i  (2) =  1 (mod p —  1).

Il résu lte  de (8) que

(9) f p  ■ ( 2 ( 2 )  =  1 (mod /  —  1) pour 7 =  i , 2 , • • ■, k  +  i .
m i  mi + 1

Comme w,-=4=i^*+i> le nom bre ^  =  f p  — i ( 2 ) / ^ _ I (2) divise le nom bre
mi  mi + i

2P~~X —  i et, d ’après la form ule (9), on a ni | 2P~'X —  1 | 2n*~~I —  I \2 i —  2 et, 
comme f  p~ x (2) >> 1 , f  p—x (2) >  1 , n t est un nom bre pseudoprem ier.
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D ’après (7) on a nt =  1 (mod a) e t le lemme 2 se trouve dém ontré. 
D é m  o n  s t r  a t  i o  n du théorèm e 2. -  Soient a e t b deux nom bres 

naturels quelconques prem iers en tre  eux. Soit m  un nom bre natu re l quelcon- 
que, tei que (a , m) — 1, e t v ient (i =  1 , 2 , • • • r.k +  2) des nom bres n a 
turels d istincts, tels que mi \ m  pour i =  1 , 2 , • • •, k -f- 2, e t soit q un  nom 
bre prem ier tei que am 9 (am) \q  —  1. Gomme (a , mq2) =  1, il existe un 
nom bre natu re l r  tei que

(10) r  == b (mod a) e t r — 1 (mod mq2).

V u que (a , b) =  i, il résulte de (io) que (amq2, r) =  1 et, de m èm e fagon
q u ’on a dém ontré le lem m e 2 du travail [1], on dém ontré q u ’il existe une 
infinité de nom bres prem iers p  de la forme amq2 ;r +  r  (où est un  en tier 
non négatif) pour lesquels on a la formule (5).

Soit p  un  nom bre prem ier de la forme amq2 x  r, pour lequel on a la
form ule (5). A lors d ’après (io ) on a p  — b (mod a). En vertu  du lemme 2 
to u t nom bre n- =  f  p^ x (2) f  p — T (2) (i =  1 , 2 , • • •, k +  1) est pseudoprem ier.

; mi+J
Le nom bre prem ier p  divise un  au plus des nom bres f  p ~ x (2) (i=  1 , 2 , • • •

• • • ,yé +  2) ou bien ne divise aucun de ces nombres. D ans le prem ier cas, sans 
dim inuer la généralité de la dém onstration, nous pouvons supposer que 
P\ f  p — x (2). D ans tous les deux cas on a

mk+*

(11) Pf p ~ i  (2) / j - ,  (2) | 2P - ' —  1 pour i =  1 ,-2 • -, k
mi mi+1

et, comme, d ’après (8), — 1 (mod p —  1), on a

/  \  , 1 n- —  1 I p n • —  1 I pn-(12) pn{ I 2 * —  1 I 2 1 —  I I 1 —  2

e t pUi est un nom bre pseudoprem ier. Vu que nt = ; i  (mod a) e t p  — b 
(mod a), on a pn i =  b (mod a) e t le théorèm e 2 se trouve dém ontré.
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