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Matematica. — Varietà a connessione metrica tensoriale. Nota di 
E t t o r e  P i c a s s o 0 , presentata dal Socio B. S e g r e .

P rem essa . -  Allo scopo di stabilire per certe classi di connessioni ten 
soriali affini le nozioni di connessione metrica e di spazi d i Weyl, richiam iam o 
le p rop rie tà  essenziali re la tive ad una connessione m etrica vettoriale.

E ben noto che le varie tà  a connessione m etrica vettoriale  costituiscono 
una sottoclasse delle varie tà  a connessione affine caratterizzate  dalle p roprie tà  
seguenti:

I) è assegnata nello spazio tangente affine una  m etrica  locale euclidea 
(o più in generale quadratica) definita a m eno di un 'omotetia e variabile da 
punto  a punto;

II) la rappresentazione affine di raccordo tra  gli spazi tangen ti affini 
in due pun ti infin itam ente vicini qualunque, è una sim ilitudine.

Q uest’u ltim a condizione è espressa dalle relazioni

(1) —  =  art T* (**)st +  ast Vprt —  ars^ t

(ars è il tensore fondam entale della m etrica e .<pt un arb itra rio  vettore). Se la 
varie tà  a connessione m etrica  è senza torsione, le (i)  sono risolubili rispetto  
ai param etri Vrs e la geom etria su tali varie tà  resta  com pletam ente d e te r
m in a ta  dal tensore ars e dal vettore 9/. In particolare se le ( i)  si riducono 
alle

(2) — arp r i  +  asP r i ,

la varie tà  è a connessione euclidea; se, oltre la (2), la connessione è senza 
torsione, la varie tà  è riemanniana od a connessione d i Levi—Civita e i para  
m etri della connessione coincidono coi simboli di Christoffel costru iti per 
le ars.

Definizioni e p roprie tà  ora ricordate si trasportano  agevolm ente alle 
connessioni tensoriali p lùckeriane valendosi di una m etrica b ivettoriale.

I) T e n s o r i  p lù c k e r ia n i  e  c o n n e s s io n i  t e n s o r i a l i .  -  A . Cossuy svi
luppando i fondam enti della teoria delle connessioni tensoriali (affini) di 
E . B om piani, ha osservato fra l’altro  che il differenziale assoluto cui dà 
luogo u n a  generica connessione tensoriale di param etri L ^ ,  applicato  ad un 
campo di tensori con trovarian ti plùckeriani, tali cioè che %Jlk £>kl l = o

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del 170 Gruppo di ricerca del Comitato Nazionale 
per la Matematica del C.N.R.

(**) Nella seduta del io giugno 1964.
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segue le regole di differenziazione ordinaria, so ltanto  se per tali p aram etri 
risulta:

(3) L frS]t — ~Lksy  +  $[s L , ove si è posto

(4 )
I k 2 j  fik s

n —  2 (n — 2) (n — 1)
t  pq

Le uniche connessioni tensoriali del tipo richiesto per tensori controvarian ti 
pluckeriani, sono le connessioni dedotte (secondo la definizione di E. Bom piani) 
da quelle vettoriali re la tive a tensori a lternan ti. Il trasporto  per equipollenza 
conserva in ta l caso, come ha  n o ta to  il Cossu, il ca ra tte re  plùckeriano dei 
tensori trasp o rta ti.

II)  C o n n e s s io n i  m e t r ic h e  t e n s o r i a l i .  -  L a nozione di connessione 
metrica e quella di spazio di Weyl per una varie tà  tensoriale del tipo ora 
detto , può collegarsi alla nozione notissim a di bivettore di un  euclideo. 
R am m entiam o che un  b ivetto re  di com ponenti £>rs =  a[r bsl può rappresentarsi

m edian te un triangolo o rien ta to  OAB (OA =  d , OB =  b), la cui area -  
modulo del bivettore — è d a ta  da

(5) r =  2
(rs) (tq)

ove la som m a è estesa, rispetto  alle due coppie di indici (rs) , (tq) a tu tte  le 
com binazioni della classe 2 di 1 , 2 , • • •, n. I coefficienti della (5) espressi da

(6) a,(rS} ( )̂ =  ari asq ast arq,

possono riguardarsi come elem enti a due indici composti, di rango 2, (rs), 
(tq) variabili en tro  le n (n ■— i)/2 com binazioni ora dette; le %rs m edesime pos
sono a loro volta ritenersi le com ponenti di un tensore (controvariante) ad 
un  indice composto il cui modulo si esprim e in m odo del tu tto  analogo a 
quello di un  vettore. A vuto  riguardo alla (5) la m etrica b ivettoriale in R^ 
si p o trà  form alm ente sviluppare come una  qualunque m etrica vettoriale.

U n a  varietà a connessione metrica tensoriale o, più propriam ente, bivet- 
toriate, sarà allora una varie tà  a connessione affine tensoriale soddisfacente 
alle seguenti condizioni (analoghe alle I), II) richiam ate sopra):

V) è assegnata nello spazio affine tangente in ciascun punto  una  m etrica 
locale bi vetto riale  euclidea (o più in generale quadratica) definita soltanto  
a m eno di u rìomotetia e variabile da punto  a punto;

IT) la rappresentazione tra  gli spazi tangenti in due pun ti infin ita
m en te  vicini, m an tenga costan te il rapporto  dei m oduli di due qualunque 
b ive tto ri (ossia non alteri il rapporto  delle aree delle figure traspo rta te).

Q u est’u ltim a condizione conduce a formule che conservano ancora la 
form a delle (1); il procedim ento che si segue per stabilirle è quello stesso 
vettoriale, opportunam ente a d a tta to  al trasporto  di ténsori pluckeriani.

54. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 6.
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Siano: P , Px =  P +  z/P due pun ti infinitam ente vicini; 1— w, con w  infini
tesimo del prim o ordine rispetto  a d P, il rapporto  dei m oduli dei due tensori 
5 e =  £ +  d\y applicati in P e in P x rispettivam ente, con

(7) d l ik =  —  V Z t Z ' d x * .

T ali moduli, m isurati il prim o m ediante la m etrica in P, definita da #(*0 (#) » 
e il secondo m edian te la m etrica in P z definita da â rs) yP) +  da(rs) (tP) , non 
risulteranno na tu ra lm en te  uguali e si avrà

(8) ^ ( a {rs){tp) .T" d d ( rs) ( tp ) ) =  (l W )  Ì  a (rs)(tp) £  ̂>

e, a m eno di infinitesim i d ’ordine >  1,

(9) / (Hrs) 0tp) %rS —  C1 +  w )  Ì  ( a {rs) (tp) +  d a irs) (tP)) .

Se si m u ta  l ’u n ità  di m isura locale nel generico punto  P, ponendo

(  I o )  d(rs) (tp) == k 2 d{rs) (tp) ì

detto  w  il nuovo valore di w r si avrà in P x =  P +  d P,

(11) ( l + 2  w )  (d (rs) (tp) +  d d ( rs) (tp)) =  k? (i + 2  w) ( d ( rs) (tp) +  d d ( rs) (tp)) y

e, sem pre a meno di infinitesim i d ’ordine > 1 ,

( 1 2 )  ; d k 2 d(rs) (tp) +  2  W k 2 d(vs) (tp) =  2  W k 2 d(rs) (tp) ,

alla quale si soddisfa con

(13) w =  w-— d l o g - \ h \ ;

la tra s fo rm a to n e  (io ) del tensore fondam entale della m etrica, dovrà essere 
accom pagnata dalla trasform azione (13) di w.  D alle (9), eseguiti alcuni cal
coli, in forza delle (7), a meno di infinitesimi d ’ordine >> 1, si trae

( 1 4 )  \ d d ( rs) (tp) (d (rs)  (mn) L tpq T “ ^l{tp) (mn) ^ r s q  )  d x $  fi-  2  IV  d ( rs) (tp)] ^ ^ O*

Q ualunque sia il b ive tto re  5 e lo spostam ento d P, si avrà conseguentem ente

(IS) IV d(rs) (tp)
*(rs) {tp) | ^  j  mn ( ^  y mn \

~ “T" a ( rs) (mn) *-itpq T  &(tp) {mn) L *rsq I a X  .
dXq )

P ertan to  w  risu lta  una form d linedre nelle dx* e si po trà  pórre 

(16) w  =  <pt dx*.

La condizione I I ')  perchè ld connessione tensoridle pluckeriandy sid und connes
sione metrica bivettoriale, è dunque espressa da

(rs) {tp) j  mn . y mn
“  —  a ( rs) (mn) -L»tpq à(tp ) (mn) -Lrsq 2  d ( rs) (tp) (Pq •

dxq(!7)
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III) Condizioni di subordinazione. Il caso delle V ,. -  La connes- 
sione affine vettoriale  di param etri L st da cui la d a ta  può ritenersi dedotta, 
legata a quella tensoriale dalle relazioni (4), risu lterà  à. sua volta una connes
sione m etrica, se per il tensore fondam entale ars che definisce localm ente 
la m etrica della varie tà  e per il vetto re  <pt da cui dipende il rapporto  dei 
m oduli di due vetto ri trasp o rta ti, sono verificate le (1) per i param etri L ^ . 
Se la connessione è senza torsione, le (1) dànno subito

/ t O \  / y  T f i  ___ * /  I ^ & s t  \  i I /  i \
(18) arP U t  -  — — -  ~ ^ r )  +  T  (*« 9 / +  an <P, —  <*.t ? r )  !

la rappresentazione affine tra  gli spazi tangenti in P e P , , è una sim ilitudine

di rapporto  1-----— =  1 ------—9t dx t . T ale connessione subordina ovviam ente

nella varie tà  m edesim a, una  connessione m etrica b ivettoriale  definita dal 
tensore ad indici com posti o tten u to  da ars m ediante le (6), re la tiva  alla 
medesima scelta della form a lineare w. Le (17) si ritrovano  in fa tti derivando

le (6) ed elim inando nei secondi m em bri di tali derivate  le m edian te
dxt

le (1) (scritte  per le L^), qualora si abbia riguardo alle relazioni di d ipen
denza (3) dei due sistem i di param etri. Inversam ente; assegnata nella varie tà  
una connessione m etrica vettoriale  m edian te il tensore â rs)^p) e il vetto re 
9/,- soddisfacenti alle (18), la determ inazione della m etrica nella connes
sione vettoriale  di param etri jJsi da cui la d a ta  è dedo tta , dipende d a ll’esi
stenza di un sistem a di funzioni ars soddisfacenti alle (6) ed ad un sistem a 
di equazioni differenziali lineari che si scrivono elim inando dalle (1) (relative 
ai param etri L^) e (18), m edian te le (3), i param etri Lkst e Vfsi. Le due con
nessioni ora descritte , saranno risp e ttiv am en te /#  connessione metrica bivetto
riale dedotta dalla connessione vettoriale e la connessione metrica vettoriale 
subordinata dalla connessione tensoriale (bivettoriale).

Partico lare interesse presen ta il caso di una varie tà  a tre  dim ensioni 
di assegnata connessione tensoriale. Le com ponenti del tensore quadratico  
ad indici com posti che definisce la m etrica b ivettoriale risu ltano  allora, a 
meno del segno, proprio i com plem enti algebrici delle ars nel determ inan te 
a =  | ars I e si ha

(19) tt(rs) (mn) =  ® <2(0 {P) =  £ a** • #  , (s  =  ±  i) ,

ove le due coppie di indici di covarianza (rs) , (mn) sono sostitu iti r isp e ttiv a 
m ente con gli indici (/), (p) di controvarianza, essendo rsty mnp  due p erm u
tazioni qualunque dei num eri 1, 2, 3. Si ha dalle (6): a{rs)m =  —  =
=  — &(rs)(pt)> per cui non sarà re s tr ittiv o  supporre nelle (19) e =  -f- 1.
Le (17) si scrivono nel caso in esame

(20) =  +

ove L (|)? sta per \dlmnqy in cui ilhy m np , rappresentano due perm utazioni degli 
indici 1, 2, 3.
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Se alle I'), IT) del § II  si aggiunge l’u lteriore condizione che i param etri 
della connessione tensoriale siano tali che

/V T\  T (P) __ T U>)
1 )  q —  *->q {ni) >

equivalenti alle L^* =  L frSÌ dalle (20) è possibile ricavare le L o t t e n e n d o

(P) , 3a(0(e) 3a(P)(g)
(22) L((̂ = 4 -

dxq dx* 9t

Q uanto  precede leg ittim a la seguente conclusione: la geometria in una varietà 
a tre dimensioni a connessione metrica bivettorialeì è determinata (dalle (22) che 
ne individuano i param etri, soggetti alle condizioni (21)) quando si assegnino 
una form a differenziale quadratica e una form a differenziale lineare

(23) d e 2 =  a(rs) {tp) d  (xr x s) d  (x* '-x*) , w =  <pt d x \

ove le â rsyyp) soddisfino alle (19). Tale connessione subordina una connessione 
metrica vettoriale, senza torsione (individuata dalle (18)), soddisfacente con la 
data alle (3), (4) in corrispondenza alla medesima scelta d i w, quando si assuma 
ars quale tensore fondamentale della metrica vettoriale subordinata. L a rap p re 
sentazione affine tra  gli spazi tangen ti in P e P x è una stessa sim ilitudine di

iv 1rapporto  1 — — =  1 — — ^ t dx t. Inversam ente: d a ta  la connessione m etrica

tensoriale, le due forme d e tte  sopra non sono univocam ente determ inate , 
m a ogni coppia di forme, una  quadratica e una lineare, do '2 e w  che alle 
(23) sono collegate da form ule del tipo da’2 =  k2 do2 , w =  w  —  d  log •.| k | , 
ove k è u n a  funzione arb itra ria  delle x*> dà luogo alla stessa connessione 
m etrica tensoriale d a ta  da da2 e w  e alla stessa connessione m etrica vettoriale  
subord inata  che risu lta  determ ina ta  dalla form a w  m edesim a e dalla forma 
quadratica ds2 =  ars dxr dxs. Se nelle (20) è 9^ =  0, la connessione su V 3 
sarà euclidea', se poi, oltre la <pq =  o, valgono le condizioni (21), la varietà 
sarà a connessione riemanniana tensoriale o a connessione di Levi—Civita 
tensoriale. • In  quest’ultim o caso i suoi param etri sono rappresentabili coi

simboli L(?jp =  | (t)^(p) | ^  cu  ̂ effe t t ivo val°re si calcola dalle (22).
Osservazione. V a no ta to  che le precedenti conclusioni relative ad u n a  V 3, 

trovano im m ediata  generalizzazione per le varietà relative a tensori m ul
tipli p luckeriani di ordine n —  1. L a m etrica tensoriale risu lta  ind iv iduata  
da un  tensore le cui com ponenti sono proporzionali alle com ponenti contro- 
varian ti del tensore àrs che individua la connessione m etrica tensoriale, in 
corrispondenza ad una m edesim a determ inazione del vettore <pf da cui dipende 
il rapporto  di sim ilitudine dei vettori traspo rta ti.

IV) Connessioni euclidee bivettoriali su V , . -  Torniam o al caso di 
una V n qualunque. Le condizioni d ’in tegrab ilità  delle (17), considerate come 
equazioni differenziali lineari nelle funzioni incognite a^s){tp) si esprimono
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come segue

(24) a,(rs)(mn) [L tplq +  2 IL fpi <pq   2 L tpq 9/] +  Ci{tp) (mn) [ Lrj/ +

I T mn T mn -, 9̂/ 
T  2 L<rsl 9$' 2 L>rSq 9 /J “ 2 U(rs) (mn) 3<P? ' 

dx! _

o v e

(25 )
y • • - mn  ̂ y mn y mn . y hk y mn 
Vi tplq - O g \~ttpl ® I Litpq 1 Vii pi ViJjkq T hk T * *-Jtpq E»;

è un tensore costru ito  a p a rtire  dai p aram etri JJrksi allo stesso modo del ten 
sore di cu rv a tu ra  riem anniana di u n a  varie tà  a connessione affine vettoriale 
e rapp resen ta  la p a r te  principale del divario subito dal tensore nel t r a 
sporto ciclico (Cossu, [2] N° 7, pp. 388-389). Il suo annullarsi esprim e che 
tale traspo rto  è integrabile. Se, d ’a ltra  parte , si suppone esistente una con
nessione m etrica  vetto ria le  da cui la  d a ta  connessione tensoriale sia dedo tta , 
corrispondente perciò alla stessa form a w  e quindi al medesimo vetto re  <pt ,

l ’annullarsi del tensore ^   (tensore di cu rv a tu ra  segm entaria,

secondo W eyl), è condizione necessaria e sufficiente per Vintegrabilità delle 
lunghezze nella varie tà  a connessione m etrica vettoriale. Avrem o dunque che, 
per Vintegrabilità delle aree e delle lunghezze, dovranno sim ultaneam ente 
annullarsi i tre  tensori

/ /r\ |   _ y • --mn __ y mn . y mn
\2Dj Ttq " ^ » Ltplq O , a(rS) (mn) Vifp |-/9̂ ] 1 (̂tp) (mn) V>rs j-/9̂ ] — O*

L a p rim a di tali condizioni esprim e che <p, è il grad ien te di uno scalare 9 per 
cui sarà possibile in v irtù  delle (13), rendere w =  o assum endo log -1 | =  9.
L a  partico lare connessione che si o ttiene quando si operi la scelta ora d e tta  
di 9, sarà per la supposta V n , una connessione euclidea bivettoriale. Se la 
connessione m etrica  vettoriale  subord inata  da quésta, è pure euclidea (se
condo la definizione rich iam ata  nella premessa), il raccordo tra  gli spazi 
tangenti in due p un ti infin itam ente vicini, risu lterà una rappresentazione 
congruente.
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