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N O T E  P R E S E N T A T E  DA SOCI

M atem atica. —  Sugli anelli principali ed un teorema di Goldie. 
Nota di Claudio Procesi, presentata (*} dal Socio B. S egre.

In un recente articolo [6] ho dato una nuova dimostrazione del primo 
teorema di Goldie, cioè della parte del teorema riguardante il caso di un 
anello primo. Successivamente Herstein [4] ha m ostrato come si potesse 
da questa passare al teorema nel caso generale di un anello semiprimo. Il 
presente articolo nasce quindi come logica consequenza dei precedenti ed 
ha lo scopo di m ostrare come anche i teoremi di stru ttu ra  degli anelli prin
cipali, dovuti pure al Goldie, si possano impostare con le medesime tecniche 
sviluppate negli articoli precedentemente menzionati.

In questa N ota utilizzerò le definizioni ed i risultati di [4] e [6].
Un anello R si dice p r i m o  se aRb =  o , a € R  , b e R  implica a — o 

ovvero b =  o. Un anello R si dice s e m i p r i m o  se non possiede ideali 
nilpotenti diversi da o. Un anello noetheriano R si dice p r i m a r i o  se, 
detto N il massimo ideale nilpotente di R, R/N è primo.

Se T è un sottoinsieme di un anello R, chiameremo annullatore sinistro 
di T l’insieme degli elementi di R che annullano T a sinistra. Questo insieme 
è un ideale sinistro e sarà denotato con T s ; analogamente possiamo definire 
l’annullatore destro di T che sarà designato con Td • Usando queste conven
zioni, possiamo dimostrare il seguente:

TEOREMA i . -  Se R è un anello primo con ideali sinistri principali, 
R è isomorfo ad un anello totale d i matrici sopra un dominio d i Ore.

Dimostrazione. -  R verifica evidentemente le condizioni di Goldie e si 
possono quindi applicare ad R i risultati di [6]. Sia quindi Fd un annulla
tore destro minimale, E l’anello delle moltiplicazioni a sinistra di Fd con 
elementi di Fd. Fd è modulo destro fedele su R e modulo sinistro su E. 
Dimostreremo precisamente che E possiede u n ’unità, Fd è un modulo libero 
su E e R è l’anello degli endomorfismi di EF^, il che concluderà il teorema.

Sia infatti ux , • • •, un una base di V =  K (x) Fd (con K corpo dei quo-
E

zienti a sinistra di E) contenuta in Fj  ([6], 3). T =  Rux +  R u2 +  • • • +  Run 
è allora un ideale sinistro principale; affermo che T incontra tu tti gli ideali. 
A ltrim enti esisterebbe infatti un ideale sinistro I =j=° con I D T =  o; perciò, 
preso o u e I n  Fd, u sarebbe linearmente indipendente da ux , • • •, un 
s u E (poiché gli ideali sinistri T e Ru formano somma diretta) e quindi 
s u  K, il che è assurdo.

(*) Nella seduta del io  giugno 1964.
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Ora risulta T  =  Fc, con c regolare ([6], 4, lemma), cioè: 

c = 'E* bj ut , Ui — x^c,

da cui segue Eb- x{ — 1, e x i € . Gli x { formano evidentemente una base
per V; inoltre, se u e F d ,  si ha u =  Y*ubi x i e ub^eFd,  ciò b u =  Fdkub.x i . 
Questo prova che E contiene l’unità di K e che Fd è libero su E. Ogni ele
mento di R induce un endormorfismo in EF^; resta da dimostrare che, vice
versa, ogni endomorfismo di EF^ può essere realizzato in questo modo. Sap
piamo in tanto  ([6], 4) che ogni endomorfismo di EF^ è un elemento c~x b 
dell’anello Q dei quozienti a sinistra di R. M a in Q si ha c~x b — Ebi x{ c~x 
b e  R, poiché x{ c~x b e Fd per ipotesi, onde l’asserto.

La seconda m eta, che ci proponiamo di raggiungere, è il seguente teorema 
di s tru ttu ra  per gli anelli principali semiprimi.

TEOREMA 2. — Un anello R semiprimo con ideali sinistri principali è 
somma diretta d i un numero fin ito  d i anelli p r im i .

Dimostrazione. -  Seguendo il ragionamento di [4] è sufficente dimostrare 
che la somma sottodiretta ivi definita, in cui R è rappresentato, è in questo 
caso diretta. La rappresentazione a cui ci riferiamo è la seguente

(1) R — > ® R / M, . ,

con M • variabile nella famiglia (finita) degli annullatori massimali di ideali 
diversi da o. Per dimostrare che la (1) ci dà una rappresentazione di R in 
somma diretta, è sufficente dimostrare, per un noto teorema sulla soluzione 
delle congruenze, cheM^- +  My = -R  per ogni coppia di annullatori massimali 
distinti. Sia Mz =  R a, My =  R 3 ; in ogni caso avremo Fa f i  R£ =  R/, t es
sendo regolare, poiché Fa  è un annullatore massimale e Kb € Fa. Quindi 
xa  -f- yb =  t , a =  u t , b — vt, da cui xu  +  yv  =  1. Inoltre, se I Ra =  0 si ha 
I Ru =  o, poiché t  è regolare; perciò, dalla massimalità di Ra segue Ru =, R^; 
analogamente Fv — R bì e quindi R# +  R b — R.

A questo punto possiamo intraprendere lo studio degli anelli principali 
generali. Prem ettiam o un lemma ben noto sugli anelli noetheriani.

L em m a  i . — Sia  a un elemento d i un anello noetheriano a sinistra; allora 
esiste un intero k tale che (ak)s D R ^  =  o. ■ ..

Dimostrazione. -  Sia k tale che (ak)s =  (ak+1)s =•*.<; supposto per assurdo 
o =j=x e Rak O * si ha ^  =. sak e sa2 k — o, onde sak =  o che è una 
contraddizione.

Per dimostrare il teorema di Goldie sulla stru ttu ra  degli anelli princi
pali diamo in tanto  un risultato preliminare, praticam ente dovuto a Johnson [5].

TEOREMA 3. -  Un anello R con ideali sinistri principali è somma diretta 
di anelli prim ari.

Dimostrazione. -  Sia N il massimo ideale nilpotente di R, sicché per il 
teorema 2, sarà R/N =  © R,. cogli Rz- anelli primi; vogliamo m ostrare che 
R =  @ K ;, con IQ =  F- (useremo il simbolo — per indicare il passaggio al 
quoziente modulo N). Ragionando per induzione sul numero di componenti
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di R/N, è sufficiente provare che, se R/N =  À © B (A , B non necessariamente 
primi), esistono due ideali A', B' di R tali che R =  A' © B' e À '=  À , B' =  B. 
Ora Ad =  A s =  B , Bd — 13, =  A poiché R/N è semiprimo; dette A , B le con- 
troimmagini di À , B in R si ha dunque A =  Ra , B =  R$ , N c  R^ e N C RA 
Se xa e N, x d =  o, segue facilmente x e B, poiché à è regolare in Ra, da cui 
i g B  e quindi N =  R ba — .R3 Ra, poiché Rb e Ra  sono ideali bilateri; ana
logamente N =  R ^R ^. Si ha R — A m - f i  Bm per ogni m; infatti, per indu
zione, da R =  A k -fi B  ̂ si deduce R =  (Ak -fi B^) (A +  B) — A^+I -fi B^+I - f i  T 
e T c  N, e poiché T c  N =  NR .= NA^ -fi NB^ c  A^+I -fi B^+ I, risulta 
R =  A k+I -fi B^+I.

La dimostrazione sarà completata se proveremo che esiste un m  tale 
che A m D Bm =  o. Ora si ha (AB)f =  o, per un  ̂ opportuno; ma AB =  BA, 
eppertanto Bs A s =  A s Bs =  o, ora il lemma 1 ci dice che esiste un k tale che 
(ak)s Cì Rak — o. Avremo quindi A m n  Bm =  o almeno per m  >  m ax (s , /è), 
come asserito.

Per term inate lo studio degli anelli principali, ci resta solo da esaminare 
il caso di un anello principale R che sia primario ma non primo. Per o tte
nere un teorema di s tru ttu ra  in questo caso più generale, sarà opportuno 
imporre ad R qualche ulteriore restrizione; supporremo in seguito che R sia 
noetheriano a destra (non mi è noto se questa condizione sia necessaria).

TEOREMA 4. — Un anello R  primario e non prim o , con ideali sinistri 
principali e noetheriano a destra, verifica la condizione m inima per g li ideali 
sinistri e destri.

Dimostrazione. -  Sia N =  Rn il massimo ideale nilpotente di R e k 
il suo indice di nilpotenza; è sufficente dimostrare che R/N verifica la condi
zione minima, perché allora i moduli N^/N^1 verificano per t =  1 , • • •, k — 1 
la condizione minima come moduli sinistri (risp. destri) su R/N, e quindi 
la tesi. Per il primo teorema di Goldie, basta provare che R/N coincide con 
il suo anello di quozienti. Poiché dobbiamo dimostrare una proprietà di R/N, 
passando eventualm ente all’anello R/N^-1  sarà lecito assumere N2 =  o. 
Premettiam o all’uopo alcuni lemmi.

Lemma 2. -  S i  ha N^ =  N.
Dimostrazione. -  N^ essendo un ideale di R , risulta un ideale di R/N. 

Se fosse =fio, esisterebbe un c regolare in R/N bon c E ([6], 4, lemma). 
Ora R n +  R c =  R d , c =  sd  , n — rd  , an +  bc — d\ d e  R/N è dunque rego
lare, da cui r e  N e  quindi o =  ran -fi rbc =  rd  =  n. Questo assurdo prova 
l’asserto.

LEMMA 3. — Se c e R è tale che c è regolare in R/N, si ha Nc =  N.
Dimostrazione. -  Si ha N +  R c =  Rd  con d regolare, poiché e =  sd. 

L)a n — td  e d  — pn  -fi qc segue t e  N, poiché d è regolare; così n =  t (pn  +  
- f i  qc) =j= tqc, da cui N r C N =  Rn =  Ktqc Q N c e quindi l’asserto.

Lemma 4. -  Se c è regolare in R/N, c è regolare a sinistra in R.
Dimostrazione. -  Si ha N =  Nrfi per ogni k (lemma 3). D ’altra parte 

(cl)s O R cl =  o, per un l  opportuno; quindi (c)s D N =  o da cui, essendo 
(c)s C N, segue (c)s =  0.
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Possiamo infine concludere la dimostrazione del teor. 4. Sia m e  N, tale 
che Rm  =  N ed m R  massimale (si noti che questo è l’unico punto in cui 
si sfru tta  la condizione ascendente sugli ideali destri). Preso c e  R tale che c 
sia regolare in R/N, vogliamo dimostrare che c è invertibile. Si ha invero 
m  =  m 1c, e quindi m 1 R D mR; ma N :̂ =  N =  Rm x c eppertanto R m 1 =  N, 
essendo c regolare a sinistra. Per la massimalità di m R  si ha poi m t R  =  m R, 
da cui m 1 =  m x  =  ^  e quindi m x (1 — ex) =  o; si ha dunque 1 — ex e N
(lemma 2), onde 1 =  ex in R/N, il che completa la dimostrazione.
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