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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Swugli anelli principali ed un teorema di Goldie.
Nota di Craupio Procgsi, presentata @ dal Socio B. SkGres.

In un recente articolo [6] ho dato una nuova dimostrazione del primo
teorema di Goldie, cio¢ della parte del teorema riguardante il caso di un
anello primo. Successivamente Herstein [4] ha mostrato come si potesse
da questa passare al teorema nel caso generale di un anello semiprimo. Il
presente articolo nasce quindi come logica consequenza dei precedenti ed
ha lo scopo di mostrare come anche i teoremi di struttura degli anelli prin-
cipali, dovuti pure al Goldie, si possano impostare con le medesime tecniche
sviluppate negli articoli precedentemente menzionati.

In questa Nota utilizzero le definizioni ed i risultati di [4] e [6].

Un anello R si dice primo seaRé=0,2€R, 6€R implica a = o
ovvero 4 = 0. Un anello R si dice semiprimo se non possiede ideali
nilpotenti diversi da o. Un anello noetheriano R si dice primario se,
detto N il massimo ideale nilpotente di R, R/N & primo.

Se T & un sottoinsieme di un anello R, chiameremo annullatore sinistro
di T Plinsieme degli elementi di R che annullano T a sinistra. Questo insieme
¢ un ideale sinistro e sard denotato con T,; analogamente possiamo definire
I'annullatore destro di T che sard designato con Ts. Usando queste conven-
zioni, possiamo dimostrare il seguente:

TEOREMA 1. — Se R & un anello primo con ideali sinistri principali,
R ¢ isomorfo ad un anello totale di matrici sopra un dominio di Ore.

Dimostrazione. — R verifica evidentemente le condizioni di Goldie e si
possono quindi applicare ad R i risultati di [6]. Sia quindi Fz un annulla-
tore destro minimale, E I’anello delle moltiplicazioni a sinistra di Fs con
elementi di Fs. Fs ¢ modulo destro fedele su R e modulo sinistro su E.
Dimostreremo precisamente che E possiede un’unitd, Fz & un modulo libero
su E e R ¢ I'anello degli endomorfismi di .F,, il che concludera il teorema.

Sia infatti 2, ,---, %, una base di V = K%@ Fi (con K corpo dei quo-
zienti a sinistra di E) contenuta in Fs ([6], 3). T = Ru: + Ru, +- - -+ Ru,
¢ allora un ideale sinistro principale; affermo che T incontra tutti gli ideali.
Altrimenti esisterebbe infatti un ideale sinistro I §=0 con I N T = o; percid,
preso o==u# €l N F,, u sarebbe linearmente indipendente da 2, ,---, %,
su E (poiché gli ideali sinistri T e R« formano somma diretta) e quindi
su K, il che & assurdo. '

(*) Nella seduta del 10 giugno 1964.



CLAUDIO PROCESI, Sugli anelli principali ed un teorema di Goldie 805

Ora risulta T = Re, con ¢ regolare ([6], 4, lemma), cioé:

c=Xbu, , u; =x;c

da cui segue 24, x; = 1, e x; € F;. Gli x; formano evidentemente una base
per V; inoltre, se u € Fy, si ha u = Xub, x; e ub,€Fy, cioe u = T, x, .
Questo prova che E contiene 'unita di K e che Fy ¢ libero su E. Ogni ele-
mento di R induce un endormorfismo in ,F,; resta da dimostrare che, vice-
versa, ogni endomorfismo di F, puo essere realizzato in questo modo. Sap-
piamo intanto ([6], 4) che ogni endomorfismo di ;F, ¢ un elemento ¢~ 4
dell’anello QQ dei quozienti a sinistra di R. Ma in Q si ha ¢ 6 = 24, x, c—*
b € R, poiché x, c—* 6 € F; per ipotesi, onde 'asserto.

La seconda meta, che ci proponiamo di raggiungere, ¢ il seguente teorema
di struttura per gli anelli principali semiprimi.

TEOREMA 2. — Un anello R semiprimo con ideali sinistri principali é
somma divetta di un numero finito di anelli primi.

Dimostrazione. — Seguendo il ragionamento di [4] ¢ sufficente dimostrare
che la somma sottodiretta ivi definita, in cui R & rappresentato, & in questo
caso diretta. La rappresentazione a cui ci riferiamo & la seguente

(I) R*_) @ R/M;'y

con M, variabile nella famiglia (finita) degli annullatori massimali di ideali
diversi da o. Per dimostrare che la (1) ci da una rappresentazione di R in
somma diretta, & sufficente dimostrare, per un noto teorema sulla soluzione
delle congruenze, che M; 4 M; = R per ogni coppia di annullatori massimali
distinti. Sia M; = Ra, M, = Ré; in ogni caso avremo Ra -+ Ré=R?, ¢ es-
"sendo regolare, poiché Ra & un annullatore massimale e Ré € Ra. Quindj
xa 4+ yb=1¢,a=ut,b= vt da cui xu + yv=1. Inoltre, se IRa=0 si ha
IRu# =0, poiché ¢ & regolare; percio, dalla massimalita di Re segue Rz = Ra;
analogamente' Ro = R4, e quindi Rz 4+ Ré = R.

A questo punto possiamo intraprendere lo studio degli anelli principali
generali. Premettiamo un lemma ben noto sugli anelli noetheriani.

LEMMA 1. — Sia a un elemento di un anello noetheriano a sinistra; allora
esiste un intero k tale che (a*), N Ra* = o. '

Dimostrazione. — Sia k tale che (a*), = (a**+*), =- - - ; supposto per assurdo
o=kx €Ra* N (a*),, si ha x = sa* e sa®* =0, onde sa* =0 che ¢ una
contraddizione.

Per dimostrare il teorema di Goldie sulla struttura degli anelli princi-
pali diamo intanto un risultato preliminare, praticamente dovuto a Johnson [s].

- TEOREMA 3. — Un anello R con ideali sinistri principali é somma diretta
di anelli primari.

Dimostrazione. — Sia N il massimo ideale nilpotente di R, sicché per il
teorema 2, sard R/N = ® R, cogli R; anelli primi; vogliamo mostrare che
R = @ K,, con K; = R; (useremo il simbolo — per indicare il passaggio al
quoziente modulo N). Ragionando per induzione sul numero di componenti
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di R/N, ¢ sufficiente provare che, se RIN = A ® B (A, B non necessariamente
primi), esistono due ideali A’, B'di R taliche R=A"® B’ e A'=A ,B' =B.
Ora A; = A, =B ,Bs = B, = A poiché R/N & semiprimo; dette A, B le con-
troimmagini di A, B in R si ha dunque A =Ra,B = Ré,NCRa e NCRb&.
Se xa €N, X4 = 0, segue facilmente X € B, poiché 4 & regolare in Ra, da cui
x € B e quindi N = Réa = Ré Ra, poiché Ré e Ra sono ideali bilateri; ana-
logamente N = RaRé. Si ha R =A™ + B” per ogni m; infatti, per indu-
zione, da R = A% + B# si deduce R = (A% 4 B#) (A + B) = A#+r - Bé+: LT
e TCN, e poiché TC N =DNR =NA* | NB%C A*+: | B4+ risulta
R = A#+s | B+,

La dimostrazione sard completata se proveremo che esiste un 7 tale
che A N B” = o. Ora si ha (AB)* =0, per un s opportuno; ma AB = BA,
eppertanto Bs A* = As B° = o, ora il lemma 1 ci dice che esiste un £ tale che
(@), N Ra* = o. Avremo quindi A” N B” = o almeno per » > max (s, £),
come asserito.

Per terminate lo studio degli anelli principali, ci resta solo da esaminare
il caso di un anello principale R che sia primario ma non primo. Per otte-
nere un teorema di struttura in questo caso piu generale, sard opportuno
imporre ad R qualche ulteriore restrizione; supporremo in seguito che R sia
noetheriano a destra (non mi & noto se questa condizione sia necessaria).

TEOREMA 4. — Un anello R primario e non primo, con ideali sinistri
principali e noetheriano a destra, verifica la condizione minima per gli ideali
sinistre e destri.

Dimostrazione. — Sia N = Rz il massimo ideale nilpotente di R e £
il suo indice di nilpotenza; & sufficente dimostrare che R/N verifica la condi-
zione minima, perché allora i moduli N¢/N*+* verificano per ¢=1,---,k— 1
la condizione minima come moduli sinistri (risp. destri) su R/N, e quindi
la tesi. Per il primo teorema di Goldie, basta provare che R/N coincide con
il suo anello di quozienti. Poiché dobbiamo dimostrare una proprieta di R/N
passando eventualmente all’anello R/N#—* sara lecito assumere N? = o.
Premettiamo all’'uopo alcuni lemmi.

LEMMA 2. — 87 ke N, = N.

Dimostrazione. — Ny essendo un ideale di R, Ny risulta un ideale di R/N.
Se fosse N; ==0, esisterebbe un ¢ regolare in R/N con ¢ € N, ([6], 4, lemma).
Ora Ru+ Re=Rd,c=sd ,n=7rd ,an + bc = d; d € R[N & dunque rego-
lare, da cui » € N e quindi 0 = ran 4+ 76c = rd = n. Questo assurdo prova
I’asserto.

LEMMA 3. — Se c€R ¢ tale che T é regolare in R|N, si ha Nc = N.

Dimeostrazione. — Si ha N 4+ Rc = Rd con d regolare, poiché ¢ = sd.
Da n =td e d = pn + gc segue ¢ € N, poiché d & regolare; cosi # = ¢ (pn +
+ g¢) = tge, da cui-Ne C N = Rz = Re#ge C Ne¢ e quindi l'asserto.

LEMMA 4. — Se © é regolare in RIN, ¢ é regolare a sinistra in R.

Dimostrazione. — Si ha N = N, per ogni £ (lemma 3). D’altra parte
("), 0 Ref = o, per un / opportuno; quindi (¢)) "N = o da cui, essendo
(¢)s C N, segue (¢), = o.
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Possiamo infine concludere la dimostrazione del teor. 4. Sia . € N, tale
che Rm = N ed mR massimale (si noti che questo & 'unico punto in cui
si sfrutta la condizione ascendente sugli ideali destri). Preso ¢ € R tale che ¢
sia regolare in R/N, vogliamo dimostrare che ¢ ¢ invertibile. Si ha invero
m = m, ¢, e quindi 7, R D mR; ma N¢ =N = Rm, ¢ eppertanto Rm;, = N,
essendo ¢ regolare a sinistra. Per la massimalita di 7R si ha poi 7, R = mR,
da cui m, = mx = m, cx e quindi 7, (1 — cx) = 0; si ha dunque 1—cx €N
(lemma 2), onde 1 = X in R/N, il che completa la dimostrazione.
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