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Giorgio F errarese, Sulla form a intrinseca delle condizioni, ecc. 629

Meccanica. — Sulla forma intrinseca delle condizioni di congruenza 
per deformazioni finite (#). N ota d i  G i o r g i o  F e r r a r e s e , presentata (*#) 
dal Corrisp. C . C a t t a n e o .

H o recentem ente stabilito  (cfr. [2]) una forma delle condizioni di con
gruenza per deformazioni finite nella quale intervengono i coefficienti della 
omografia di deformazione secondo un  qualunque riferimento anolonomo (l), 
in luogo dell’abituale riferim ento cartesiano. Tali relazioni saranno qui u ti
lizzate (e a tal fine appunto  esse vennero stabilite) per m ettere  in evidenza, 
con opportuna scelta del riferim ento anolonomo, i coefficienti principali e 
la terna principale di deformazione, così da o ttenere una form a intrinseca 
delle condizioni di congruenza. Si t r a t ta  di nove equazioni scalari alle derivate 
parziali del secondo ordine (di cui sei indipendenti) negli elem enti intrinseci 
della deformazione: i tre coefficienti principali e il vettore caratteristico  
della terna  principale.

Viene poi scritto, in form a intrinseca, il sistem a ai differenziali to tali 
che individua la rotazione locale a partire  dalla deformazione.

Le condizioni di congruenza vengono in fine applicate ad un  tipo p a r ti
colare di deformazione nel quale esse valgono ad esprimere Tomografia di 
deformazione! m ediante il solo coefficiente di dilatazione cubica.

1. R ic h i a m i  (cfr. [2]). -  Siano: S — C * -» C  un generico spostam ento rego
lare; % == o cx c2 c3 una terna  cartesiana di riferim ento prefissata; P* =  ( y {) 
e P == (#*) (i — 1 , 2 , 3 )  due pun ti corrispondenti nello spostam ento conside
rato ; {P* , X (P*)} (A =  I , 2 , 3) una generica terna di vettori linearm ente 

h
indipendenti associata a P* (riferim ento anolonomo):

(1) X =  X*- cr
h h

h
(somma so ttin tesa rispetto  ad r)\ {P* , À (P*)} la terna reciproca o duale:

(2) =
h

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’a tt iv ità  dei Gruppi di Ricerca m atem atica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 14 marzo 1964.
(1) Si vuol s dire un riferim ento costituito da una terna di vettori variabile da punto 

a punto, generalijnente non ortonorm ale né adattab ile  ad  un sistem a di coordinate curvi
linee.

(2) Si allude al vettore q  che perm ette di esprimere i versori di una terna cartesiana 
m ediante i versori di una terna prefissata (cfr. [6] p. 56), in luogo degli abituali angoli 
di Eulero.

42. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI,'fase. 5-
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d  il differenziale secondo k (derivata pfaffiana) esprimibile, nel riferim ento
h h

cartesiano ‘S, al modo seguente:

(3) a =  ■ x-'L  ;
h k dr

i  <
Y i coefficienti della connessione di C* (generalm ente non sim metrici) nel

hk,

riferim ento anolonomo considerato:
i  i

(4) ' y  =  dx-X , y =  a / a ;
hk,  h k h k , i  h k i

V il simbolo di derivazione covariante pfaffiana:
h

l m •• Ini'* k lm- • k lm l  km m /£• •
V T  =  2 T  —  y T  — y T --------+ y  T  +  y T + - - - ;
h i j •• h i j •• hi,  kj-< hj,  i k - ’ hk,  i j h k ,  i j ••

(o il tensore di anolonomia:
hk

i
(5) (t) =  c  À ,---d  k  =  CÙ k  .

hk h k k h hk,  i

Infine:, oc (P*) Tomografia che dà la legge di corrispondenza degli elem enti 
lineari di C* e C ; ài =  Kococ Tomografia prodotto  di a per la sua coniugata; 
B (r y s =  1 , 2 , 3 )  i coefficienti di o> nel riferim ento anolonomo considerato:

(6) B =  co k • k ;
rs r  s

B i reciproci degli elem enti della m atrice || B || ; £ Tomografia di deform a
re

zione, coincidente sostanzialm ente con &>:

(7) I +  2 £ =  & ==' Kococ.

Conviene anche in trodurre il sistem a semplice di vetto ri associati ad co
k

(8) U =  k A dcùk ( h = i  >2 9 3),
h k h

nonché le omografie

(9) 9 =  dcù +  U A ih =  1 , 2 , 3).
h h h

Con tali notazioni i legami tra  le omografie oc e co si scrivono

(10) 2 d<x =  océ) 1 cp , 2 3K a =  K 9 ^  1 Koc
h h h h

ove co 1 == a—1 K a—I è l’inversa di co.
U na form a sin tetica delle condizioni di congruenza segue dalle condizioni 

di iq tegrabilità  delle equazioni omografiche (io):

( n )  au —  a u =  v [K 9C0-1 9] - f  co? u (h , k  =  i , 2 ,3 ),
k h h k  k h k h , i

ove V [ ] è il simbolo di vettore di una omografia.
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2. L e  c o n d i z i o n i  d i  c o n g r u e n z a  p e r  l e  c a r a t t e r i s t i c h e  p r i n c i p a l i  d i  
d e f o r m a z i o n e .  — L a form a (11 ) delle condizioni di congruenza è assolutam ente 
generale, com pletam ente arb itrario  essendo il riferim ento anolonomo {P* , A}

k
che vi compare, tan to  in form a esplicita quanto  in forma im plicita a ttraverso  
le derivate pfaffiane (s).

Esam iniam o ora il caso, partico larm ente in teressante per la teoria delle 
deform azioni finite 3 (4), in cui la terna  T  == P* X X X venga scelta, punto1 2 3  0
per punto  di C *, in modo da coincidere con una (5) terna principale di defor
mazione, cioè con una terna un ita , variabile generalm ente con P*, delPomo- 
grafia co:

(12) =  (h = i , 2 , 3 ) .
h h h

Nella (11) si dovrà allora in tendere le B legate alle caratteristiche principali
hk

Bh f> o dalla form ula

( i O  B =  B ,8 „
hk

(senza sommazione). Nelle equazioni che così si ottengono vanno però riguar
date  come incognite non soltanto  le tre  caratteristiche Bh , m a la terna  T 
stessa che risu lta  ora dipendere dalla deformazione.

F a comodo in trodurre il ro tore cH (P*) che m u ta  la terna fonda- 
m entale % nella terna  principale T, nonché il suo vettore caratteristico  
q (P*) (cfr. [6] p. 56) ed' esprim ere, m ediante q , i versori della terna 
principale:

(fo) X =  Sick =  ck +  -— ^ ( 9  A ck —  q1ck +  q ck q).

Si ha di qui; per semplice derivazione pfaffiana, d X — ^ Ĉc k — cRJE-1 dWick .
h k h h

Indicato  allora con o) il vetto re deH’ornografia assiale gJT-1 9gH, posto cioè 

(cfr. [6] p. 83)

(14) <* =  V [WT* 9 91] =  - ~ f r ? ( dq — 9 A 3 « ),
h h 1 “T y h h

il sistem a doppio di vettori d X viene ad esprimersi al modo seguente:
h k

(15) a x — cìt (c«> a  ck)
h k  h

(3) La derivata pfaffiana di una omografia si esprime con la derivata pfaffiana dei coeffi
cienti, quindi con F intervento dei coefficienti della connessione (4).

(4) Ove interessi accertare se un certo tipo di stress soddisfacente alle equazioni di 
Cauchy dia luogo ad  una deformazione congruente.

(5) In  generale ve ne sarà una sola.
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da cui, avuto  riguardo alla (4)2,

(iS ') y =  o> A ck-c{ =  <» ck A c,
h k , i  h h

(coefficienti di rotazione di Ricci del riferim ento ortonorm ale
h

In tro d o tto  il tensore dispari di Ricci (cfr. ad esempio [5], p. 85)

( 16) t \ s i i  =  c,-ck A C-  =  X  X  A A,
•T k i

nonché le com ponenti 0 / del vetto re o> secondo la terna la (15') assume
h h

la form a

0 5 " )  y = ( à s ri ski:
hk, i  h

i coefficienti della connessione y coincidono pertanto, per ogni h , con le compo-
h k , i

nenti del tensore aggiunto d i o> (cfr. ad esempio [1 ] p.
h

Con le notazioni ad o tta te , la forma scalare delle condizioni di con
gruenza (11) (cfr. [2], (32') si scrive

_ rs
(17) V V B  — V V B  — V V B  +  V V B  — — B ( D  D — D D) =  o

k i  hj  h i  k j  k j  hi  h j  ki  ̂ h i , r  k j , s  hj  , r  k i , s

ove

1 V B =  5 B̂j S/A (By Ba) 6/ 7\shj

(18) *' kj ''
) D =  V B +  V B — V B;
\ h i , r  h i r  i  rh r  hi

così che in definitiva le equazioni (11) vengono espresse nelle caratteristiche
principali Bh e nelle com ponenti cartesiane (secondo %) del vetto re q. Si
noti che q u est’ultim o vi com pare non solo per il tram ite  dei vetto ri m a

h
anche im plicitam ente, a ttraverso  le derivate parziali pfaffiane. Come è n a tu 
rale, nelle (17), che forniscono soltanto  sei equazioni indipendenti, le ca ra t
teristiche principali di deform azione Bh non possono essere generalm ente 
separate dal vetto re  q, sì che gli elem enti intrinseci della deform azione vi 
appaiono in tim am ente collegati.

i
Osservazione. — I coefficienti della connessione y =  y (coefficienti di ro ta-

hk,  hk , i

zione di Ricci) coincidono in sostanza [cfr. (15')] con le com ponenti dei
2vetto ri a) =  — :—-  (dq —  q / \dq)  secondo la terna  fissa %. D ’a ltra  parte , dalla

h 1 +   ̂ h h

id en tità  3 A =  SoJt ciT-1 X si ricava, in parallelo alla (15),
h k h k

d X =  & A * ,
h k h k(19)
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essendo £ì il vetto re  della omografia assiale 3 9191 1, suscettibile della seguente
h h

espressione (cfr. [3] p. 170):

(20) f i s V p M - ]  =  — (3? +  9 A 3 ? ).
h h h h

i
I coefficienti della connessione y sono pertan to  anche le com ponenti

hk,
dei vettori (20) secondo la terna  T; ciò che perm ette  di a ttrib u ire  ad essi 
un  notevole significato geom etrico (cfr. ad esempio [5] pp. 257-58). Conside
riam o in fatti, fissato l ’indice h , una qualunque linea /  del campo di vetto ri 
(P* , X) e il m oto rigido (rispetto  a della terna T  o ttenu to  facendo descri-

h
vere alla sua origine P* la linea /  con velocità scalare un itaria . Poiché il 
vetto re Sì rappresenta , in base alla (19), la velocità angolare is tan tanea  in

h
tale m oto rigido, è chiaro che le sue componenti (secondo T) dànno la rap id ità  
con cui cam bia l ’orientam ento  della terna  T  lungo /.

3. D e t e r m in a z i o n e  d e l l ’o m o g r a f ia  ex. -  Supposto che le cara tteristiche 
principali e la terna  principale T  soddisfino alle condizioni di congruenza (17), 
rim ane il problem a di determ inare lo spostam ento locale, cioè l ’omografia a. 
A questo scopo si possono utilizzare le equazioni omografiche ( io )x o le equi
valenti ( io )2 che in sostanza corrispondono ad un sistem a di nove equazioni 
scalari ai differenziali to tali nei nove coefficienti dell’omografia oc. T ali equa
zioni si semplificano notevolm ente se si utilizza la decomposizione di oc, siste
m atica  nella1 teoria delle deform azioni finite, (cfr. [6] pp. 39 e sgg., nonché [7]) 
nel p rodo tto  di una deform azione pura (6) oc§ (a§ =  <o) per un ro tore ocQ (ro ta
zione locale):

(21) oc =  oce 0C5 .

Per riconoscerlo, partiam o dal legame 2 V[Koc3oc] =  u tra  a e co, anziché
j h h

dalla equivalente (io), e osserviamo che, tenendo conto della decomposizione 
(21), esso si scrive

(io ') 2 V [<X6 or-1 3 oc « J  =  U —  2 V [a8 3 ot8] .
h h h

D ’altra  p a rte  si ha successivam ente (7)

2 V K  o rL ò Q 3 a ad  =  X A a* a-1  d oc a. X — X A a* &—1 da X =  
h e 6J 5 « ■* e ».* 6 5 e h e *

(6) Si vu(j)l dire una dilatazione, quale co — K a a , avente i coefficienti principali tu t t i  
positivi.

(7) Si tenga conto delle due identità V [ t ' t]  =  K t X A t ' X e tu  A t iu  =  R t  (u A w)
k

(R simbolo di omografia complementare), valida per ogni coppia di vettori v  e w  e per due 
omografie t  e t '.
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nonché, in base alla definizione di omografia inversa,

V [oc a—1 3 a a l  =  2)a~1 V [a-1  3 a 1,
L 5  Q Q 5 J  6  L Q Q J  ’

h h

ove è Tin varian te  terzo di a6 :

(22) ® =  y 3 , 6 , 6 3  •

L a (io ') assume pertan to  la forma cfr., nel caso 3 =
h

3
~dyh ’ [6], p. 81)

V [a— Sa ] =  —  « f i v  [2 a. oc] 4- — u V  L e h eJ 3  8 y yh 8 hi T- 2 h i

ovvero, indicato con p  il vetto re caratteristico  del ro tore ae [cfr. (14)]

(23) — i> A 3p) = D ,
1 ‘ p  h h h

ove si è posto [cfr. (8)]

(24) D =  ~  «8 |> A (2 «8 4 +  3wa)] (h =  1 , 2 ,  3).
h 2 ^  h i i h

Le equazioni ora scritte , univocam ente risolubili rispetto  alle derivate 
pfaffiane d p ,

h

(23') 2 Sp  =  D +  p  A D +  p D p,
h h h h

traducono in form a intrinseca, anziché cartesiana, il sistem a ai differenziali 
to ta li illim itatam ente in teg rab ile (8) stabilito  dal Signorini (cfr. [6] pp. 74 e sgg.) 
per la deduzione della rotazione locale dalla deformazione. Nella form a  (23) 
o (23') esso si presta a determinare p  mediante le caratteristiche principali e il 
vettore q associato alla terna principale di deformazione.

N atu ralm en te  occorre esplicitare D che, in v irtù  della (18)z, si scrive (9)

v y B +  V B )1  a !  =  ~ [ | / B , .  ( d i B2. 8 , . , -
h h is i  hs h

— ( L L  —  f iV )  % ,) +  2 B/; 8„ — (B, —  B J  oA yf *  a8 4,,
h i i  r

ovvero in definitiva

(24') D =  - V { y B 7 K ( y B ^ 7 - y B L 7 ) 2+ ^ + I ( B ^ - B . )  +
h 2 ^  h h +  x

+  (ù*'+° (B*+I — B*)] /  +  y Bl+7 [2 Ba ■+ 2 y B7 Q f B7 — y B,+2 ) G/+1] A +
 ̂+ 2 A /z + 2 ^ ^  + 1

— yB A+a [ a  b^ — 2 y b 7 ( i / b 7 — y B ,+ I) *»*+■]* (a =  x , 2 , 3 )
 ̂ -̂4-2

(senza alcuna sommazione).

(8) Come è noto, assegnata la deform azione, l ’omografia a è determ inata a  meno di un 
a rb itra rio  spostam ento rigido.

(9) L ’omografia oc8 ha le stesse direzioni unite di o> — oc| e come coefficienti principali 
le radici quadrate delle B^.
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4. Qualche caso spec ia le . -  Il caso o> =  o (h =  1 , 2 , 3) si esaurisce
h

im m ediatam ente, in quanto  richiede l ’indipendenza di gJL da P* e quindi 
perm ette  l ’identificazione di % con la terna principale T. In  ogni caso è age
vole riconoscere che le (17) assumono la forma esplicita:

a., b . ,3. 1 ?+2 ?+i
3)

1
2 S)B;7 (?* 3*+2 Bf- —■ di B* 3,-+a B,-+I)

I . f 1+,j ' ) =  + (3.+. B* ■ I . B .  —  -, !. B(+1 31+: B.)

<25) +  B-2> 3)
1

2 3)BZ +  2
- (di Bi+1 di Bi+2 -j-

^*+i b*+2 B* -f- 3,-+2 B,-9,-+2 B*+I)
a

dy*r >1 =  1 » 2 » 3

N aturalm ente delle nove equazioni scritte  solo sei sono da ritenersi indi- 
pendenti.

A titolo di controllo, per B ~ B  (caso di una om otetia), le (25) si scrivono

(26)
di 9*+= B

B3/2
=  o uì+1

d.. b
Z +  2

B3/2
=  o

?.•
VB
B3/2

+  9 i |  I
Si+I B

B3/2
grad2 B 

2 B5/2 ’

dando così luogo alle condizioni

(26')
3-B
R3 h = f i ( y ) f i  +  /* +1 —

grad2 B 
2Bs/2 ’

ove f i  (y l) è una funzione arb itra ria  della sola y l e l ’apice indica la deriva
zione rispetto  a questa.

D ’a ltra  p a rte  l ’uguaglianza / (  — / )  =  f f  che segue d irettam ente dalla 
(2ó')2 , im plica

sì che, prescindendo da una inessenziale traslazione di assi, si o ttiene in defi
n itiva

/  cost.
(27) B1/2 =  K (p2 =  4 +  +  4 +  +  4+) .

P2

Come è naturale , si ritrova  che, conform em ente ad un celebre teorem a di 
Liouville, ogni spostam ento conforme equivale o ad una om otetia d ire tta  o 
ad una antiinversione per raggi vettori reciproci (cfr. [6] n. 15).
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Supponiam o ora che, subordinatam ente ad una conveniente scelta del
l ’asse di indice 1 del riferim ento per l’omografia co si abbia:

(28) q =  q ( x ) c x , Bk =  B h (x) (A =  1 , 2 , 3),

quindi, indicando con un apice la derivazione rispetto  ad x,

(29) o> =  wSTh cx (co =  — ~— ' q \ .
h \ 1 +  ?2

L a ( 18)x assume allora la forma

Y B =  [Bi 8JÀ —  co (By — Ba) v^y] Sx *

da cui [cfr. ( i 8)2],

^  == [B* $*> cù (Br B,-) y}ltr] +  [Br 8r& — co (B/* — Br) y]irh\ Sii +
hi  , r '  J 1

— [B'h \ i  — w. (B,- — Bh) v)! u ]  Si, .

Di qui, esplicitando le (17), si ottengono le seguenti equazioni:

B [B 3 =  co2(B3— B2)2 > o  

1 B : - 2 m ! (B2 —  B3) =  — BlB2 4 + ^ b= - b !)-
(30)

B3 — 2 co2 (B3 —  B2) =  —-

Bi

Bi B3
Bx +  | 1 ( B 2 _ B 3)2 + A .

[co (B2 —  B3) ] '+  co (Ba —  B3) '=  -1 co (B3 —  B2) ( - |j -  +  +  _|L

Come è naturale , se B2 =  B3 (lo), sparisce ogni dipendenza da co: il sistem a (30) 
equivale in tal caso a B2 =  B3 == cost., m entre  rim ane com pletam ente inde- 
term irtata la funzione B x .

Supponiam o invece B2 ={= B3. Se, utilizzando la (30)*, si elim ina co2 nelle 
rim anen ti tre  equazioni, si riconosce a vista che solo due di esse sono indi- 
pendenti, in modo che il sistem a (30), ferm a restando la posizione (22), si 
riduce a

(30')
B2 +  2

B” __. 2 62 63
3 B, — b 2

. =  -L  ©' B'® . 2

=  Ì - ® ' b ;.

L incognita co e poi subord inata  alla u lteriore equazione esplicita

(3 i) b L b 3
(B3 — B2)2 ■

(co) Si può allora supporre X =  c2 , X =  c3, quindi la terna principale T  coinci- 

dente con %.
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Segue di qui che, sulla base delle sole condizioni di congruenza, Vomografia 
di deformazione, cioè le quantità B x , B 2 , B3 e co, restano com pletam ente deter
minate, a meno di inevitabili costanti, in funzione  di 3) o se si vuole del coeffi
ciente d i dilatazione cubica, 8C =  3) —  1.

E anzi notevole la circostanza che il sistem a (30') si p o rta  d ire ttam en te  
alle quadratu re. In fa tti operiam o il cam biam ento di variabili d ipendenti

(32) y  — B 2 +  B3 , z =  B2 —  B3 ,

indi sostituiam o le equazioni (30') con quelle che si ottengono per somma e 
differenza rispettivam ente. Si o ttiene

t
y

ovvero 

(30")

Di qui, posto

(33)

segue d ire ttam en te

(34) y  =  a +  b§(x),

essendo a e b costanti d ’integrazione, nonché, supposto B2 >  B3 ,

(35) z =  )Jc +  d§ (x )  +  - b * V  (x),

con c ei d  nuove costanti d ’integrazione.
Insiem e si ha dalla (31)

b2 e —  d 2 +  b2d§  (1 — 2 8) +  — b* §3 (j ___ 3 §\
(36) co2 =  - ------:---------------------- :_______ 1 _______ :____ .

4 (d +  b8) (c +  d$ + ~ j b 2& y

Se alle (28) si aggiunge l ’ipotesi di incom prim ibilità, 2) =  1, dalla (33) segue 
S (x) =?x.e, per determ inare la deformazione, basterà assegnare le q u a ttro  
costanti a, b, c e d, precisando ad esempio i valori di B 2 e B3 e delle derivate 
prim e per x  1= o.

U n  caso pressoché analogo a quello ora esam inato, riguardan te le defor
mazioni di una p iastra , è quello in cui uno degli assi della terna principale 
sia invariabile e la corrispondente caratteristica  principale sia uguale all’un ità  
(cfr. [4]), m a di esso non ci occuperemo in questa sede.
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