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Geometria differenziale. — Stuttura metrica adattata a wna
struttura quasi prodotto ©. Nota di IpaA CATTANEO-GASPARINI, pre-
sentata “? dal Socio E. Bomprani.

Nel presente lavoro si continua lo studio delle varietd munite di una
struttura quasi prodotto complesso che sono state oggetto di una Memoria
precedente [4] e si definisce una metrica adattata a tale struttura. Se H &
il tensore caratteristico si impone, come nel caso di varietd quasi complesse,
che il prodotto scalare di due vettori arbitrari sia uguale al prodotto scalare
dei vettori trasformati mediante H. Le conseguenze di tale legame differi-
scono perd notevolmente da quelle che si presentano nelle varietd quasi com-
plesse che, come ¢ noto, vengono in tali ipotesi ad assumere una struttura di
varietd quasi hermitiane. Si dimostra infatti che associata canonicamente
alla metrica vi € non gia una 2—-forma come nel caso di varietd quasi hermi-
tiana, ma un tensore doppio simmetrico che definisce una nuova metrica
della varieta legata alla precedente da una semplice relazione di reciprocita
rispetto alla struttura quasi prodotto. Viceversa si dimostra che se una varieta
differenziabile ammette due tensori metrici complessi legati dalla sovramenzio-
nata relazione di reciprocita, tale varietd ha una struttura di varietd quasi
prodotto.

In coriferimenti «adattati», le due metriche si decompongono nella somma
e nella differenza delle metriche indotte, sui due sottospazi della decompo-
sizione dello spazio tangente, da g.

Se si impone che il tensore caratteristico della struttura quasi prodotto
sia reale, la metrica adattata ¢ allora necessariamente una metrica hermi-
tiana e la struttura non differisce dalla ordinaria struttura quasi hermitiana.

1. RICHTAMO DI NOZIONI SULLE VARIETA QUASI HERMITIANE. — Richia-
miamo alcune nozioni sulle varietd quasi hermitiane che ci saranno utili
per le estensioni che ci proponiamo di fare. Sia V,, una varietd C® munita

di una struttura quasi complessa, Ty lo spazio tangente nel generico punto
di V,, TS il suo complessificato SS,2 e TSS/2 i due spazi supplementari di
TS determinati da H, operatore lineare reale di classe C®, caratteristico della
struttura quasi complessa (H? =—1 e ¢ antiinvoluzione su T5) [6]. La
trasformazione lineare H determina in TS un isomorfismo tra SS e "L'SS e,

) . . . . R
essendo reale, lascia invariato lo spazio reale T, .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del gruppo di ricerca matematica N. T
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 maggio 1964.



624 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXVI — maggio 1964

Una V,, quasi complessa, dotata di una metrica g di classe C®, rango »
soddisfacente alla

(1) (Hv, Hw), = (v, w), YPeV, e vo,weTC

ove (v,w) indica il prodotto scalare rispetto alla metrica g, si dice dotata
di una struttura quasi hermitiana.
In particolare se Hw = v si ha

(2) (v, Ho) = o.

La (1) esprime che I'isomorfismo tra gli spazi vettoriali Sy, e S, deter-
minato da H deve essere un isomorfismo per la struttura euclidea definita

su TS dalla metrica g.

2. METRICA ADATTATA A UNA STRUTTURA QUASI PRODOTTO. — Sia ora V,,
una varieta differenziabile C® avente una struttura quasi prodotto complesso
(cfr. elenco bibliografico, [4]) @ siano % e © due distribuzioni C® di 7,
piani e (z—n,)—piani tali che

©) (T, = 2,® O, vPeV,,

sia H l'operatore lineare complesso di classe C® di rango 7, caratteristico
della struttura quasi prodotto complesso (H? = I), e sia g una metrica com-
plessa C*® definita su V, di rango 7. Diciamo che tale metrica & adattata alla
struttura quasi prodotto se il tensore caratteristico H e il tensore metrico g
sono legati dalla (1).

L’interpretazione geometrica della (1) & completamente differente dal
caso hermitiano; non si pud piu parlare ora di isomorfismo tra i due spazi
delle due distribuzioni, si puo tuttavia dire che: Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché la decomposizione 5 ¢ O dello spazio tangente Ty determinata
da H, sia adattata alla struttura riemanniana determinata da g é che i due
sottospazi X ¢ O siano ortogonali secondo la metrica g.

Infatti come si & osservato in [4] H determina una simmetria generaliz-
zata rispetto a X secondo lo spazio ©O; se questa simmetria & ortogonale
I’angolo dei due vettori v e w e la loro lunghezza & uguale all’angolo e alla
lunghezza dei vettori trasformati da H e si ha quindi la (1).

Viceversa se il prodotto scalare di due vettori qualunque & uguale al
prodotto scalare di due vettori trasformati mediante H, la simmetria indivi-
duata da H in T, deve essere una simmetria ortogonale.

Nel caso di una struttura quasi prodotto complesso, la condizione (2)
non ¢& soddisfatta in generale; infatti, se ® e ® sono i due proiettori C* di
rango rispettivamente 7, e 7z — #, soddisfacenti cio¢ alle relazioni

@ 2= Q=9 P+ =1 PP =dD =0

(1) Per maggiori ragguagli circa tali strutture si veda il precedente lavoro: Sulle G-
strutture di una V, definite da una 1-forma a valori vettoriali ® (P).
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e legati al tensore caratteristico dalla relazione

(5) H=9¢"—9®,
si ha
(6) (v ,Ho) =0e=Dv =00
3. METRICHE CANONICHE ASSOCIATE ALL’OPERATORE H. — In un rico-

primento di V, munito di riferimenti, la (1) si traduce nelle
7) HT HE gg = &ny. -

Moltiplicando i due membri per Hh e tenendo conto che Hlﬁ Hi = 8;3
si ha

®) Hrr = Hgr.

Hgr definisce quindi un tensore metrico di rango z.
Dalle (7) si deducono inoltre le

© Hpy Hip g™ =g,

che esprimono il legame di reciprocitd che intercorre tra le due metriche.
Viceversa se su V, sono definiti due campi di. tensori complessi doppi

covarianti simmetrici di rango 7 :Hgs e g, legati dalla relazione di reci-

procita (9), esiste su V, un campo H di operatori lineari complessi tali che

(10) He =1

ossia, per quanto si & dimostrato in [4], una struttura quasi prodotto.
Infatti, definito il tensore

(1) HE — Hyp o0,

si verifica facilmente, tenendo conto delle (9), che esso soddisfa alla (10).
Si ha allora il :
TEOREMA: Swu una varieta differenziabile V,, una struttura riemanniana

complessa adattata a una struttura quasi prodotto complesso determinata dal
tensore caratteristico H (H* = 1), determina canonicamente un tensore complesso
doppio covariante simmetrico di vango n:Him. I due tensori metrici sono legati
dalla relagione di reciprocita (9). Viceversa se V, é una varietd differensiabile
che ‘a‘mmez‘ieq due tensori metrici complessi Hgs e &rs @ rango n, legati
dalle (9), V, ¢ una varicta a struttura quasi prodotto complesso.

Reciprocita tra le due metriche.

Per mefStere in luce la reciprocita che esiste tra le due metriche, prefe-
riamo in questo numero indicare con un simbolo operatoriale, ad esempio un
apice, il passaggio da una metrica alla metrica associata.

Le (9) si indicano allora con

HY :© gup — &is (ove gyp = &py)-
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Dato il carattere involutorio dell’operatore H, &
(g4p) = &as-

Si pud quindi affermare che si ha wna reciprocita di due metriche rispetto
a una struttura quasi prodotto (individuata dal tensore caratteristico di strut-
tura H).

Osservazione: Non & sempre indifferente alzare gli indici dei tensori delle
due metriche con le g% o con le g'AB (¢'AB essendo i reciproci delle gip).
Si ha infatti:

1) se si alzano i due indici di g,, & indifferente alzarli con il tensore
g8 o con g'4B. Ossia

&8 gyp = 8%
g% gy, =35

2) se si alza un solo indice di g, con g siha il tensore caratteristico;
infatti

&858 =847 800085y =& g = HY,

. . o . . "
mentre ovviamente se si alza un indice di g,, ’con &as Si ha 34. Analoghe
osservazioni valgono naturalmente scambiando ¢” con g. Queste precisazioni
mettono in luce il ruolo perfettamente scambievole delle due metriche

’
Sxp € &an-

4. METRICA sU X e METRICA SU ©. — Dalla relazione (3) e dalle (7) si
ricava abbassando l'indice di ® (e di ®’) mediante g:

(12) Dpg = Py O = Dgr

(13) Hrg = Org — Org

Osservazione: 1 due tensori simmetrici ®rg e d);u-, rispettivamente di
rango 7, e n—n, ottenuti dagli operatori di proiezione, rappresentano la
metrica su X e su ©. Questa osservazione nel caso di una decomposizione
reale con metrica iperbolica normale ¢ stata messa in luce in [1].

Osservazione: Dalla relazione fondamentale tra i proiettori

(14) O + 07" = 5F
si ha in seguito a moltiplicazione per gyq

(15) D + Oy =g -

Da quanto precede si ha il

TEOREMA: 77 una V, guasi prodotto complesso, la somma e la differenza
delle metriche su X e su © definiscono due metriche &rs ¢ Hrs adattate.
Combinando linearmente queste due metriche regolari si ottengono tutte le
possibili metriche adattate alla varieta quasi prodotto.
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Osservazione: In un riferimento {er} adattato alla struttura quasi pro-
dotto (e,€Z,e,€ ©) @, le componenti di H sono

(16) Ho=3 , Hi=—29& , H,=H'=o.

Tenendo conto di questi valori si vede immediatamente che il sistema di
equazioni (7) non impone alcuna limitazione alle g5 e alle g,,, mentre im-
plica che sia

(17) 8y = 8oy = O
In un coriferimento 9% adattato, 9% (eg) = 3%, dalle (13) e (16), poiché
By =B,y = D, =0
Dy = V), = B, =

\

e
(18) gop = Do
(19) Ers = (I);x

e le due forme quadratiche fondamentali assumono la seguente decompo-
sizione

(20) ds* = By 92 9% + @, 97 9
(21) ds'" = @, 9795 — By 9 95,

Osservazione: 1 teoremi dimostrati precedentemente per le strutture quasi
prodotto complesso sussistono inalterati per le strutture quasi prodotto reale
(la decomposizione dello spazio tangente & relativa a Ty, il tensore caratte-
ristico H ¢ reale, g ¢ reale). Anche per queste strutture abbiamo che la somma
e la differenza delle metriche su X e su © definiscono due metriche adattate.
Possiamo pero in tale caso aggiungere che se la metrica gy € di tipo ellittico
(cioe definita di segno, e allora dello stesso segno sono pure le due metriche
parziali indotte su 2 e su ©), la metrica Hgs ¢ invece di tipo iperbolico e
precisamente dello stesso segno di ¢ su % e di segno opposto su © e vi &
un cono di direzioni nulle.

5. STRUTTURA QUASI PRODOTTO COMPLESSO INDOTTA DA UN TENSORE
CARATTERISTICO REALE. — Se si assume nel caso di una struttura quasi prodotto
complesso come tensore caratteristico un tensore reale H’ (nel caso esami-
nato al n. 2 era H = 7H’ con H’ reale, cfr. [4]) si ha

(22) H®=-—1I
e dalle (7) si deduce
(23) Hiy = — Hir.

(2) In tutto il lavoro, gli indici greci variano da 1 a #:, gli indici latini minuscoli da
n: a 7 e gli indici latini maiuscoli da 1 a 7.
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Viene associata in tale caso alla metrica g una 2—forma Hgg di rango 7.
Dal sistema di equazioni (7) si ricava

(24) ga]"l =0 &rs = O.

Tali condizioni sono compatibili con la condizione det (ggs)==0 solo se 7

& pari e #,=nf2 ®. X e O sono isomorfi e TR & invariante per H'. Si ha allora

Osservazione: Una V, munita di una metrica riemanniana adattata a
una struttura quasi prodotto complesso non differisce sostanzialmente da
una varieta quasi hermitiana se si prende come tensore caratteristico della
struttura quasi prodotto un tensore reale.

Se la forma associata Hgs ¢ chiusa, dH' = o, la V, ha una struttura
quasi kahleriana. ’

In un prossimo lavoro si studieranno le relazioni tra gli elementi geo-
metrici associati alle due metriche definite mediante le (14) e le (16).
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(3) Queste ultime condizioni sono quelle espresse da G. LEGRAND in [5] ove si consi-
dera H complesso H? = 2%, ma si assume come definizione della struttura hermitiana gene-
ralizzata anziché la (1), la (Hz, Hw) = — A2 (v,w) (con A =1 nel caso generalizzato in
cui H ¢ complesso, e A = 7 nel caso classico in cui H & reale). In entrambe le situazioni val-
gono allora le (24).



