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G eom etria d ifferen zia le . —  Struttura metrica adattata a una 
struttura quasi prodotto (#). N ota di I d a  C a t t a n e o - G a s p a r i n i ,  pre
sentata (**} dal Socio E. B o m p ia n i .

Nel presente lavoro si continua lo studio delle varietà m unite di una 
s tru ttu ra  quasi p rodotto  complesso che sono sta te  oggetto di una M emoria 
precedente [4] e si definisce una m etrica ad a tta ta  a tale s tru ttu ra . Se H è 
il tensore caratteristico  si impone, come nel caso di varietà quasi complesse, 
che il prodotto  scalare di due vettori a rb itra ri sia uguale al prodotto  scalare 
dei vettori trasform ati m ediante H. Le conseguenze di tale legame differi
scono però notevolm ente da quelle che si presentano nelle varietà quasi com
plesse che, come è noto, vengono in tali ipotesi ad assumere una s tru ttu ra  di 
varietà quasi herm itiane. Si d im ostra in fa tti che associata canonicam ente 
alla m etrica vi è non già una 2—form a come nel caso di varietà quasi hermi- 
tiana, m a un tensore doppio sim m etrico che definisce una nuova m etrica 
della varie tà  legata alla precedente da una semplice relazione di reciprocità 
rispetto  alla s tru ttu ra  quasi prodotto . Viceversa si dim ostra che .se una varietà 
differenziabile am m ette due tensori m etrici complessi legati dalla sovramenzio- 
n a ta  relazione di reciprocità, tale varietà ha una s tru ttu ra  di varietà quasi 
prodotto .

In  coriferim enti «adatta ti» , le due m etriche si decompongono nella somma 
e nella differenza delle m etriche indotte , sui due sottospazi della decompo
sizione dello spazio tangente, da g.

Se si im pone che il tensore caratteristico  della s tru ttu ra  quasi prodotto  
sia reale, la m etrica a d a tta ta  è allora necessariam ente una m etrica hermi- 
tiana e la s tru ttu ra  non differisce dalla ordinaria s tru ttu ra  quasi herm itiana.

1. R ich ia m o  d i n o zio n i su lle  v a r ie t à  quasi h e r m it ia n e . -  R ichia
m iam o alcune nozioni sulle varietà quasi herm itiane che ci saranno utili 
per le estensioni che ci proponiam o di fare. Sia V n} una varietà C00 m unita  
di una s tru ttu ra  quasi complessa, lo spazio tangente nel generico punto
di V*, il suo complessificato S^/2 e tS^/2 i due spazi supplem entari di 

determ inati da H , operatore lineare reale di classe C°°. caratteristico  della 
s tru ttu ra  quasi complessa (H 2 =  —  I e t  antiinvoluzione su T«) [6]. L a 
trasform azione lineare H determ ina in un isomorfismo tra  S^ e tS^ e, 
essendo reale, lascia invaria to  lo spazio reale T* .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca matematica N. 1 
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 maggio 1964.
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U na V n quasi complessa, d o ta ta  di una m etrica di classe C°°, rango n 
soddisfacente alla

(1) (H ^ , Hw)p =  ( v , w)v e

ove (v , w) indica il prodotto  scalare rispetto  alla m etrica g, si dice do ta ta  
di una s tru ttu ra  quasi herm itiana.

In particolare se filze' =  v si ha

(2) (v , Hv) =  o.

L a (1) esprim e che l’isomorfismo tra  gli spazi vettoriali S^/2 e tS^/2 deter
m inato  da H deve essere un isomorfismo per la s tru ttu ra  euclidea definita 
su dalla m etrica g.

2. M e t r ic a  a d a tta ta  a  una  str u ttu r a  quasi pr o d o t t o . -  Sia ora V„ 
una varietà differenziabile C°° avente una s tru ttu ra  quasi prodotto  complesso 
(cfr. elenco bibliografico, [4]) (l) siano 2  e © due distribuzioni C°° di nx-  
piani e (n— nffipiani tali che

(3) (U )p =  S p © © p V P € V „

sia H l’operatore lineare complesso di classe C°° di rango n, caratteristico  
della s tru ttu ra  quasi p rodo tto  complesso (H 2 =  I), e sia g  una m etrica com
plessa C°° definita su V n di rango n. Diciamo che tale m etrica è a d a tta ta  alla 
s tru ttu ra  quasi p rodotto  se il tensore caratteristico  H e il tensore m etrico g  
sono legati dalla (1).

L ’in terpretazione geom etrica della (1) è com pletam ente differente dal 
caso herm itiano; non si può più parlare ora di isomorfismo tra  i due spazi 
delle due distribuzioni, si può tu tta v ia  dire che: Condizione necessaria e suffi
ciente affinché la decomposizione 2  e © dello spazio tangente determinata 
da Hj sia adattata alla struttura riemanniana determinata da g  è che i due 
sottospazi 2  e © siano ortogonali secondo la metrica g.

In fa tti come si è osservato in [4] H determ ina una sim m etria generaliz
zata rispetto  a 2  secondo lo spazio ©; se questa sim m etria è ortogonale 
l ’angolo dei due vettori v e w  e la loro lunghezza è uguale all’angolo e alla 
lunghezza dei vettori trasform ati da H e si ha quindi la (1).

Viceversa se il prodotto  scalare di due vettori qualunque è uguale al 
prodotto  scalare di due vettori trasform ati m ediante H, la sim m etria indivi
d u a ta  da H in deve essere una sim m etria ortogonale.

Nel caso di una s tru ttu ra  quasi prodotto  complesso, la condizione (2) 
non è soddisfatta in generale; in fa tti, se 0 e 0' sono i due pro ietto ri C°° di 
rango rispettivam ente e n —  n1 soddisfacenti cioè alle relazioni

(4) 0 2 =  0  0 '  2 == 0 '  0  +  0 '  =  I 0 0 '  =  0 '  0  =  O

(1) Per maggiori ragguagli circa tali strutture si veda il precedente lavoro: Sulle G- 
strutture di una V H definite da una i-fiorma a valori vettoriali ^  (P).
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e legati al tensore caratteristico  dalla relazione

(5) H = 0 '~ < D ,

si ha
(6) (v , Hv) =  o <=> 0  v — <D' v.

3. M e t r ic h e  ca n o n ich e  a sso cia te  a l l ’o pera to re  H. -  In un rico
prim ento di V*. m unito  di riferim enti, la (1) si traduce nelle

(7)

M oltiplicando i due m em bri per H h e tenendo conto che H h H l =  Sh 
si ha

(8) H t r ==’H r t .

H r t  definisce quindi un tensore m etrico  di rango ri.
Dalle (7) si deducono inoltre le

(9) HtmHlr^ r = ^ l>

che esprim ono il legam e di reciprocità che in tercorre tra  le due m etriche.
Viceversa se su V n sono definiti due campi di tensori complessi doppi 

covarianti sim m etrici di rango n  : H rs  e gTL-, legati dalla relazione di reci
procità (9), esiste su V n un  campo H di operatori lineari complessi tali che

(10) H 2 =  I

ossia, per quanto  si è d im ostrato  in [4], una s tru ttu ra  quasi prodotto . 
In fa tti, definito il tensore

( n )  H m =  H Ml^ r l ,

si verifica fàcilm ente, tenendo .conto delle (9), che esso soddisfa alla (io).
Si ,ha allora il
T eo r em a : Su  una varietà differenziabile V n, una struttura riemanniana 

complessa adattata a una struttura quasi prodotto complesso determinata dal 
tensore caratteristico H (H 2 =  I), determina canonicamente un tensore complesso 
doppio covariante simmetrico di rango n : Hlm- I  due tensori metrici sono legati 
dalla relazione di reciprocità (9). Viceversa se V n è una varietà differenziabile 
che ammette due tensori metrici complessi H rs e ^ RS di rango n, legati 
dalle (9), V n è una varietà a struttura quasi prodotto complesso.

R eciprocità tra  le due metriche.
Per m ettere in luce la reciprocità che esiste t r a  le due m etriche, prefe

riam o in questo num ero indicare con un simbolo operatoriale, ad esempio un 
apice, il passaggio da una m etrica alla m etrica associata.
Le (9) si indicano allora con

H b : S a d ------------------------------► A b  (ove A b  =  Aa>-
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D ato  il cara ttere  involutorio delPoperatore H, è

Ĉ ab) ^ ab*

Si può quindi affermare che si ha una reciprocità d i due metriche rispetto 
a una struttura quasi prodotto (individuata dal tensore caratteristico  di s tru t
tu ra  H).

Osservazione'. Non è sempre indifferente alzare gli indici dei tensori delle 
due m etriche con le g AB o con le g kB (g'AB essendo i reciproci delle ^ab). 
Si ha infatti:

1) se si alzano i due indici di gAB è indifferente alzarli con il tensore 
g AB o con g 'AB. Ossia

/ Av BD =  sè

<rAV BD =  V

2) se si alza un  solo indice di ^ SB con g'AS si ha il tensore caratteristico;
in fatti

cr AS Q- — . p-AP p-SQ p-' p- _ _  p-AP p-' —  ITA
& £  SB £  £  £  pQ<5 SB £  £ PB a a B ’

m entre ovviam ente se si alza un indice di gAB con g AS si ha §A. Analoghe 
osservazioni valgono naturalm ente scambiando g  con g. Queste precisazioni 
m ettono in  luce il ruolo perfettam ente scambievole delle due m etriche 

£ a b  e  H a b  *

4. Metrica su 2 e metrica su ©. -  D alla relazione (5) e dalle (7) si 
ricava abbassando l’indice di (e di O') m ediante g:

(12) Otr =  Ort Otr =  Ort

(r3) Htr =  0 Tr — 0 Tr

Osservazione'. I due tensori sim metrici <DTr  e O rT , rispettivam ente di 
rango nz e n —  nx o tten u ti dagli operatori di proiezione, rappresentano la 
m etrica su S  e su © . Q uesta osservazione nel caso di una decomposizione 
reale con m etrica iperbolica norm ale è s ta ta  messa in luce in [1]. 

Osservazione'. D alla relazione fondam entale tra  i proiettori

(14) Ot +  OtR =  8?

si ha in seguito a m oltiplicazione per gRS

(15) Ots  -f- Ots  — gTS .

D a quanto  precede si ha il
TEOREMA: In  una V n quasi prodotto complesso, la somma e la differenza 

delle metriche su 2  e su 0  definiscono due metriche gRS e H r S adattate. 
Combinando linearmente queste due metriche regolari si ottengono tutte le 
possibili metriche adattate alla varietà quasi prodotto.
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Osservazione: In  un riferim ento {^r} ad a tta to  alla s tru ttu ra  quasi p ro
dotto  (^a e S , ^ e  0 )  (2), le com ponenti di H sono

(16) = , h : =  - k  , h ; = h ? =  o .

Tenendo conto di questi valori si vede im m ediatam ente che il sistem a di 
equazioni (7) non im pone alcuna lim itazione alle gap e alle grs , m entre im 
plica che sia

(17) g  =  g  =  o.\ / / <-> ra & ar

In un coriferim ento &R ad a tta to , (es) =  §R> dalle (13) e (16), poiché

<D„ =  <£>to =  <Kr =  o

0 « P = ® « = ® k r  =  0
è

( 18) gufi =  ^OP

(19) grs =  ®rs
e le due forme quadratiche fondam entali assumono la seguente decompo
sizione

(20) ds2 =  Oa|3 &a +  <f)rs &s

(21) d s 2 =  o ;, ^  — 0>aJ3 SA

Osservazione'. I teorem i d im ostrati precedentem ente per le s tru ttu re  quasi 
p rodo tto  complesso sussistono in a lte ra ti per le s tru ttu re  quasi prodotto  reale 
(la decomposizione dello spazio tangente è relativa a T R, il tensore c a ra tte 
ristico H è reale, g  è reale). Anche per queste stru ttu re  abbiam o che la somma 
e la differenza delle m etriche su 2  e su © definiscono due m etriche ad a tta te . 
Possiamo però in tale caso aggiungere che se la m etrica gRS è di tipo ellittico 
(cioè definita di segno, e allora dello stesso segno sono pure le due m etriche 
parzialit indo tte  su 2  e su ©), la m etrica H rs è invece di tipo iperbolico e 
precisam ente dello stesso segno di g  su 2  e di segno opposto su © e vi è 
un cono di direzioni nulle.

5. St r u t t u r a  qu a si pro d o tto  com plesso  in d o t t a  da  u n  t e n so r e  
CARATTERISTICO REALE. -  Se s'i assume nel caso di una s tru ttu ra  quasi p rodotto  
complesso come tensore caratteristico  un tensore reale H ' (nel caso esam i
nato  al n. 2 era H — iH ' con H ' reale, cfr. [4]) si ha

(22) H '2 =  —  I

e dalle (7) si deduce

(23) H tm =  —  H Mt •

(2) In tutto il lavoro, gli indici greci variano da 1 a m , gli indici latini minuscoli da 
n-i a n e gli indici latini maiuscoli da 1 a ».
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Viene associata in tale caso alla m etrica g  una 2-form a H rs di rango n. 
D al sistem a di equazioni (7) si ricava

(24) gafl =  O gre =  O.

T ali condizioni sono com patibili con la condizione det ^ Rg) =[= °  solo se n 
è pari e nx= n \2 (3). 2 e © sono isomorfi e è invarian te  per H '. Si ha allora 

Osservazione'. U na V n m unita  di una m etrica riem anniana ad a tta ta  a 
una s tru ttu ra  quasi p rodo tto  complesso non differisce sostanzialm ente da 
una varie tà  quasi herm itiana se si prende come tensore caratteristico  della 
s tru ttu ra  quasi p rodo tto  un tensore reale.

Se la form a associata Hr s  è chiusa, d i i ' =  o, la V n ha una s tru ttu ra  
quasi kahleriana.

In un prossimo lavoro si studieranno le relazioni tra  gli elem enti geo
m etrici associati alle due m etriche definite m edian te le (14) e le (16).
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