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L. A. ROSATI, S u alcuni problemi di geometria non lineare, ecc. 615

Geometria. — Su  alcuni problemi d i geometria non lineare sopra 
uln corpo sghembo (*}. N ota di L u ig i  A n t o n io  R o s a t i , presentata (**} 
dal Corrisp. G. Z a p p a .

In un lavoro [3], pubblicato  sugli «A nnali di M atem atica» , nello spazio 
proiettivo (destro) di dim ensione r ~> 2 sopra un corpo qualunque K  ho in tro ­
do tto  certi en ti che ho chiam ato P -v a rie tà  e ne ho stud iato  le prim e p roprie tà  
ritrovando in particolare anche alcuni risu lta ti di B. Segre che allo studio 
della geom etria non lineare sopra un corpo sghembo aveva dedicato una lunga 
M em oria [4]-

In  questa N ota studio le intersezioni delle P-ipersuperficie di Sr con le 
re tte  e, supposto che K  abbia rango finito sopra il proprio centro, dim ostro 
che condizione necessaria perché ogni P-ipersuperficie di Sr abbia almeno 
u n ’intersezione con tu tte  le re tte  di Sr è che K sia un corpo com m utativo 
(algebricam ente chiuso) oppure il corpo dei quaternioni sopra un campo 
reale chiuso. R im ane dunque aperto il problem a di vedere se questa condizione 
sia anche sufficiente, come rim ane aperto il problem a della determ inazione di un 
confine superiore (<C 00) per il num ero delle intersezioni di una P-ipersuperficie 
d ’ordine n con una re tta  di Sr che 1’incontri in un num ero finito di punti.

Avendo d im ostrato  in [3] l ’esistenza in S3 di due diverse specie di 
cubiche gobbe, studio anche le loro intersezioni con i piani e dim ostro che 
se K  è il corpo dei quaternioni reali ogni cubica gobba di seconda specie am ­
m ette  almeno u n ’intersezione con qualunque piano di S3. D im ostro inoltre 
che, se ogni P -cu rv a  p iana ha almeno u n ’intersezione con qualunque re tta  
del suo piano, allora anche ogni cubica gobba di prim a specie ha in terse­
zioni con qualunque piano.

1. Siano: K un corpo qualunque, Y n (K) lo spazio vettoriale sinistro a n 
dim ensioni sopra K ,T  la trasform azione lineare di V* (K) in sé d ’equazioni

A*- =  \  clìx +  • • • +  \  ain (z =  1 , • • •, n) ,

A  =  Il aik II la re la tiva m atrice.
Secondo òhe T  (e quindi A) sia invertibile o no diremo che il determinante 

destro di A  non è equivalente a zero oppure è equivalente a zero e scriveremo 
rispettivam ente

l A ll=t=o > lA ll =  °-

Chiam eremo equivalenti due determ inanti che entram bi siano equiva­
lenti a zero oppure non equivalenti a zero.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività per l’anno 1963-64 dei gruppi di ricerca 
del Comitato per la Matematica del C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 maggio 1964.
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In modo analogo a quello tenuto  per in trodurre i determ inan ti destri si 
possono definire i determ inan ti sinistri. Indicherem o con | | A|  il determ i­
nan te  sinistro della m atrice A.

D alla definizione di determ inan te destro risultano subito le seguenti 
proprietà:

i a se la matrice B è ottenuta dalla matrice A  moltiplicandone a destra 
tutti g li elementi di una riga o a sinistra tutti g li elementi di una colonna per 
un elemento di K  diverso da zero allora | A  11 e | B 11 sono equivalenti;

2a condizione necessaria e sufficiente perchè il sistema

x x aix -1--------\~ xn ain =  oc. (i =  1 , • ■ •, n)

sia risolubile ed abbia una sola soluzione è che sia | a^  11 =j= o ;■
3a condizione necessaria e sufficiente perché il sistema omogeneo

*1 &ix +  ••• +  *» ain =  o (i =  1 , • • - ,n)

abbia soluzioni non banali è che sia | aiy- || =  o.
Indichiam o con AB il p rodo tto  colonne per righe delle due m atrici A , B ; 

4a se B è invertibile allora | AB \\ e \ BA 11 sono equivalenti ad A  ;
5a se tutti i minori d'ordine h <C n, estratti dalle ultime h colonne d i una 

matrice A  d'ordine n ) sono nulli allora | A  || è nullo.
A ssegnati gli elem enti di K  b^ , (3-  (i , j =  1 ■, • • •, n) l ’equazione nell’in ­

cognita x  | b{j x  +  fby II =  o verrà chiam ata una A-equazione e se | b{j  || =[= o 
direm o che essa ha grado n.

Se A  è una qualunque m atrice invertibile ad elem enti in K, posto 
B — Il b{j x  +  (Vy II, per la p roprie tà 4a si ha che ogni radice dell’equazione 
| B |] =  o è anche radice della | AB || =  o e viceversa. P ertan to  diremo equi­
valenti le due m atrici B e AB e analogam ente le due A -equazioni | B || — o ,
| AB II =  o.

Richiam iam o ora la definizione di P-ipersuperficie.
Sia S,.—! (r >  2) lo spazio proiettivo destro sopra K  di dimensione r —  1. 

Indicati rispettivam ente con (xx , xr) e con [ \  , • • •, \ ]  i pun ti e gli iper- 
piani di Sr._x, supposte invertibili (|| aiy- | ={= o , | bij || =(= ò) le trasform azioni 
lineari

Xi =  aix x x + • • . ■ +  air x r (i =  1 , • • • , r)

\  \  b{T +  • • • fi- \  bir (z — 1 , • • •, r)

rappresentano, rispettivam ente in coordinate di punto  e di iperpiano, p a r ti­
colari collineazioni di Sr^ 1 che chiameremo proiettività.

Ciò posto, siano X t-,y ( i , j  =  1 ,• • - , n) n2 forme lineari omogenee nelle r  
variabili x t , - • - , x r a coefficienti a sin istra e supponiam o che non sia identi- 
camerìite | X 2y || =  o. Per la p roprie tà  ia l’equazione

( 0  |X tf | |  =  ó

è tale che se (xx , • • •, xr) la soddisfa, la soddisfa anche (sx 1 k , • • - , xr £), qua­
lunque sia k  =|= o in K.
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Diremo P-z'persuperficie di vSr_ x d ’ordine n il luogo § dei p u n ti di Sr_ ! 
le cui coordinate omogenee verificano l’equazione (1).

Se (xz ,■•••, xr) è una delle intersezioni di una P-ipersuperficie S d ’ordine n 
con una re tta  t, elim inando #2 ,• • •, xr̂  tra  le equazioni di S e di t, si ha 
che x t , xr verificano una A-equazione

I bij X* $ij Xr II O,

dove b{j  , sono elem enti di K  dipendenti da oVe da /  e sarà | || =]=o
se, e solo se, per tu tte  le intersezioni di § con /, risu lta  xr =j=o, cioè se S e t 
non hanno intersezioni im proprie. In questo caso la prim a coordinata non 
omogenea x  — x  x ~ x di ciascuna delle intersezioni di S con t  viene deter-x r
m inata  dalla A -equazione di grado n.

(2) I bij x  "i" II == 0 ( I bij II ° )#

Si ha subito allora il seguente
TEOREMA i. — Condizione necessaria e sufficiente perché ogni ipersuper­

ficie d i Sr—z abbia intersezioni con qualunque retta è che, presa una qualunque 
matrice quadrata ad elementi in  K, si possa trovare un elemento di K ,;r ,  tale 
che detta I la matrice identica, risulti | A  f  x l  || = . o, cioè la matrice A  -f- x l  
risulti non invertibile.

In fa tti ogni ipersuperficie di Sr—X avrà almeno una intersezione con ogni 
re tta  se e solo se ogni A -equazione (2) di grado n qualsiasi avrà almeno una 
soluzione. Posto || || =  B , || b^ x  +  (3 -  || =  C, la m atrice B—1 C ha la form a
A +  x l . D ’a ltra  parte , tenuto  conto della proprietà 4a , le A -equazioni 
| C II — o e | B-1  C II =  o sono equivalenti ed il teorem a è d im ostrato. 

D im ostriam o ora il seguente
TEOREMA 2. -  Sia la (2) una qualunque A-equazione di grado n. Esiste 

allora una A-equazione

(3) I Cij (x  — Uj) Il =  o (!CH li =4= o ; i  , j  =  r , • • •, s)

di grado s <  n tale che ogni radice della (2) è anche radice della (3).
In [3] abbiam o d im ostrato  che, se la (2) am m ette la radice x  ~  ux, esiste 

una A-equazione ad essa equivalente" tale che tu tti  gli elem enti di una sua 
colonna siano divisibili a destra per x  — ux. Supponiam o allora che la (2) 
am m etta  le radici ux , • • - , uk (h <  n) e che esista una A-equazione | N || =  o 
avente tu tte  le radici della (2) e di grado m m inore o uguale a n tale che le 
sue prim e h colonne siano divisibili a destra rispettivam ente per x — ux , • • • 
• • • , x  —  uh:

( 4 )  I Il == I (A  « i )  ' ’ ’ d'ih ^h) ^i,h-\-x X  “I-  * ' ' d {m X  4 ” |i O.

Per induzione ci basterà dim ostrare che si verifica uno dei seguenti fatti:
a) tu tte  le radici della (2) sono le radici di una A -equazione di grado

h <C n
dikj ( x -—  uj) | | = o  U  , k =  1 , • • •, h ; 1 <  ik <  n) ;
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6) esiste una A -equazione avente tu tte  le radici della (2) e di grado 
<! n tale che le sue prim e h +  1 colonne siano divisibili a destra risp e ttiv a­
m ente per % —  ux , • • - , x  —  Uh+iy essendo Uh+t u n ’altra  radice della (2).

Se la (2) non ha altre soluzioni oltre ux , • • •, uh si verifica il caso a). A m ­
m ettiam o allora che la (2) abbia altre soluzioni e che u  sia una di esse. E si­
steranno allora in K m  elem enti non tu tti  nulli, \  , • • •, ~km tali che si abbia

( 5)  ^ '1  —  u i)  +  * * * +  d ih  (u  ~ ~  u ò  “I" ^ + 1  ( d i , k + i  u  +  & *,à+ i) +  • * *

* * ’ (d{m % ~f~ $im) ~~ O (t == I > ’ * " y Wl).

D istinguiam o due casi:
I) Q ualunque sia u si ha. sempre \  =  • • • — \ h . In  questo caso ogni 

radice della (2) diversa da ux , • • •, uh è anche radice di ciascuna delle equazioni 
che si o ttengono annullando i m inori d ’ordine m — h e s tra tti dalle ultim e 
m — h colonne della m atrice N. Per ognuno di questi m inori consideriamo il 
determ inan te destro form ato con i coefficienti della x. Poiché la (4) ha grado m> 
tenuto  conto della proprie tà  $a, almeno uno di questi determ inanti sarà diverso 
da zero. Sia D il m inore della N avente nei suoi elem enti come coefficienti 
della x  gli elem enti di tale determ inante. Se u^+I-è una radice della (2) diversa 
da ux , • • •, uh , per [3] potrem o trovare una A -equazione equivalente alla 
| D II = 0  nella quale tu tti  gli elem enti della prim a colonna siano divisibili 
a destra  per x  —  u&+1. A llora la A-equazione

x  — ux • ■■ • x  — U h

D
x  -—■ux • ■■ • x  — u h

x  — ux • • • x  — uh 0 • • • 0

X  — ux • • • X  — uh 0 . . .  0

=  o

ha grado m <Ln, ha gli elem enti delle sue prim e h +  1 colonne divisibili 
a destra  rispettivam ente  per x  —  ux , • • •, x  — u +̂1 e possiede tu tte  le radici 
della (2).

I l)  Esiste una radice u diversa da ux , • • - , uh tale che X, , • . - , \ h non 
siano tu t ti  nulli. Per fissare le idee supponiam o XA =j= o. In  questo caso la 
m atrice

/ ' 0 • •■ • \  ■ ■■ • O '

M = I • '•• x2 • ■• 0

\ o 0 • ■•K L

o tten u ta  dalla m atrice identica sostituendo la colonna A-ma con la colonna 
\  >* * * > \  ^ invertibile. A llora per la p roprie tà  4a la A-equazione | M N || =  o 
è equivalente alla (5) e p ertan to  possiede tu tte  le radici della (2); tenuto  conto 
della (5) si verifica subito che le sue prim e h +  1 colonne sono divisibili a
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destra rispettivam ente per x  —  ux , • • •, x  — uh , x  —  u. T enuto  conto che il 
suo grado è m inore o uguale a n  si ha quanto  si voleva dim ostrare.

Il teorem a d im ostrato  riduce il problem a di vedere se esista un confine 
superiore per il num ero delle intersezioni di una P-ipersuperficie d ’ordine n 
con una re tta  che r in co n tri in un num ero finito di punti, a quello di vedere 
se esista un massimo per il num ero delle soluzioni delle equazioni di tipo (3) 
di grado n che abbiano un num ero finito di soluzioni. Nei riguardi di questo 
problem a si può notare che acquistano un significato particolare le P -ip e r­
superficie di

I aij xj  II ^  0 0 \ y =

che, nel caso che K  sia un corpo com m utativo, si spezzano negli iperpiani 
coordinati.

TEOREMA 3. — Sia  K  un corpo non commutativo di rango finito sopra il 
proprio centro C. Condizione necessaria perché ogni P—ipersuperficie dello spazio 
proiettivo destro Sr_  x (r >  2) sopra K  abbia almeno una intersezione con qua­
lunque retta di Sr—x è che K sia il corpo dei quaternioni sopra un corpo reale 
chiuso.

B asterà dim ostrare che se una qualunque A-equazione di grado n  a 
coefficienti in K  ha almeno una soluzione in K, allora K è il corpo dei qua­
ternioni sopra un corpo reale chiuso. Sia u un qualunque elem ento di K. 
Si verifica facilm ente che la A -equazione di grado n

X I 0 0

0 X I 0 0

0 0 X I

.(—  1)* u 0 0 X

ha per soluzióni tu tte  e sole le radici dell’equazione x n —  u =  o. D ’altra  parte  
ogni equazione x n -— u — o ha almeno una soluzione in K  se e solo se K è 
il corpo dei quaternioni sopra u n 1 campo reale chiuso [2] ed il teorem a è 
dim ostrato .

2. Veniam o ora al problem a dello studio delle intersezioni con i piani 
delle cubiché gobbe di S3.

R am m entiam o che, dati tre fasci p roiettiv i di piani ad assi sghembi, 
abbiam o chiam ato in [3] cubica gobba di prim a specie il luogo delle in te r­
sezioni di terne di piani corrispondenti. U na cubica gobba di prim a specie è 
la residua intersezione di due quadriche non degeneri aventi una direttrice 
in  comune. |Lssa può rappresentarsi [3] con un sistem a.

X, Y, x 2 Y2 X 3 Y 3
x 3 y 2 X 3 y 3 x ,  Y,
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form ato con le equazioni di tre quadriche non degeneri aventi a due a due 
una d irettrice in comune.

D ate in S3 due stelle pro iettive di re tte , abbiam o invece chiam ato cubica 
gobba di seconda specie il luogo dei pun ti comuni a re tte  corrispondenti. U na 
cubica gobba di seconda specie è la residua intersezione di due quadriche 
aventi una generatrice in comune e può rappresentarsi m ediante un sistem a

X, x 2 X, x 3 X 2 x 3
V  Y2 Yx Y3 y 2 y 3

form ato con le equazioni di tre quadriche non degeneri aventi a due a due 
una generatrice in comune.

T eorem a  4. -  Se ogni P -  curva piana ha almeno uri intersezione con 
qualunque retta del suo piano allora ogni cubica gobba d i prim a specie ha almeno 
una intersezione con qualunque piano .

Supponiam o che ogni P -cu rv a  del piano proiettivo destro S2 sopra K 
abbia almeno u n ’intersezione con ogni re tta  del suo piano. È  chiaro che, se 
consideriamo il piano proiettivo  sinistro S2 sopra K, ogni curva di S2 e in 
particolare ogni cubica avrà almeno u n ’intersezione con qualunque re tta  
dello stesso piano.

Sia bx x x +  b2 x 2 .+ b3 x 3~{~ b4x4 — o l’equazione di un qualunque piano (3 
dello spazio proiettivo  destro S3 sopra K. Supposto per fissare le idee b4 o, 
la cubica gobba @ d ’equazioni (6) avrà almeno u n ’intersezione con (3 se e 
solo se avrà almeno una soluzione non banale il sistem a

(8)
Ci x x x -f~ C{ 2 x 2 -f- Ci 3 x 3 di x x x T  di 2 x 2 -f- di 3 x 3
Cj 1 +  Cj 2 x 2 T  Cj 3 x 3 d jx x x +  d j2 x 2 T  dj 3 x 3

(ij è una qualunque com binazione di classe 2 dei tre num eri 1, 2, 3) o tte ­
nuto  elim inando x A tra  le equazioni di 0  e quelle di (3.

Se le tre re tte  di S2 dix x x +  di2 x 2 +  di3 x 3 =  o (i =  1 , 2 , 3 )  hanno u n ’in te r­
sezione (xx , x 2 , x 3) il sistem a (8) possiede la soluzione non banale xx , x 2 , x 3. 
Supposto che tali tre re tte  non abbiano un punto  in comune, cioè che sia 
\ \ ^ t j \ ^ r ° y  a meno di cam biam enti di coordinate, si po trà  supporre che sia 
dix x x +  di2 x 2 +  di 3x 3 = x- (i =  1 , 2 , 3 ) .  E si po trà  anche supporre che i tre 
piani ci l x x ~\r  ci 2x 2 +  Ci3x 3 — o  non abbiano un punto  in comune, cioè che 
s â II clj  I =4= °- P ertan to  per dim ostrare il teorem a ci basterà verificare che il 
sistem a

(9)
C{ !  X x | C-i 2 X 2  - j -  Ci 3 X 3 x {

Cj 1 X x | Cj 2 X 2 +  Cj 3 X  3 X  j Cij I °

ha almeno una soluzione.
Poiché per quan to  abbiam o supposto ogni curva di S2 ha almeno u n ’in ­

tersezione con qualunque re tta  dello stesso piano, per il teorem a I, posto 
il%  I =  Il c  I > esisterà un elem ento k appartenen te a K  tale che si abbia
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|| C —  k \  | =  o e poiché || C | =(= o, sarà k  =/= o. In altre parole esisteranno 
degli elem enti xx , x 2 , a 3 di K non tu tti  nulli tali che risulti

( p i i  ‘ ^ )  T  ^12 *^2 T  ^13 *^3 O

C7.I +  (^ 22  ^ )  ^ 2  T  ^23 ^ 3  O

^31 T  ^32 ^ 2  (^ 3 3   ^ )  ^ 3  ==::: O .

Corrispondentem ente, per definizione di determ inante destro si avrà

t'i i  X x T  C{ 2 ^ 2  T  3 “̂ 3  % i
- ,  -  I -  -  =  O,

Cj i  X x I " Cj 2 X 2 I Cj 3 ^ 3

cosicché il sistem a (9) possiede la soluzione (xx , x 2 , x 3) ed il teorem a è dim o­
stra to .

T eo rem a  5. — Se K  è il  corpo dei quaternioni reali ogni cubica gobba 
di seconda specie ha almeno una intersezione con qualunque piano.

Questo teorem a discende subito dai seguenti due lemmi:
I) Sia  | a{j  II ( i , j  =  1 , 2 , 3) un qualunque determinante destro del 

terz' ordine diverso da zero. Se esistono quattro elementi di x x , x 2 , x 3 , k K 
(k o ; x x , ;r2 , #3 non tutti e tre nulli) tali che si abbia

aix x t +  ai2 x 2 +  ai3 k ( « ' = 1 , 2 , 3 )

allora ogni cubica gobba di seconda specie di S3)k ha almeno un'intersezione 
con qualunque piano.

L a dim ostrazione è perfettam ente analoga a quella del teorem a 4.
II) Ogni proiettivi!là dello spazio proiettivo destro di dimensione n sopra 

il corpo dei quaternioni reali possiede almeno un punto unito.
Sia Kw lo spazio pro iettivo  destro sopra il corpo K dei quaternioni reali, 

di dimensione n. Come varie tà  reale, K.n ha dimensione reale 4 n ed è com­
p a tta  e p ertan to  si può applicare la form ula di Lefschetz sui pun ti fissi.

S i a / :  K.n -» KA una trasform azione continua di ¥Ln in sé; H *(K ”-, R) sia 
lo spazio vettoriale (di dim ensione finita sui reali perché K n è com patta) 
di coomologia sui reali R, di dim ensione i  (i =  o , • • •, 4 n).

L a trasform azione /  induce una trasform azione lineare in IT  (K* , R) 
(J =  o , • • - , 4- n) di m atrice V,.. Il num ero di Lefschetz di /  è dato  da

i"

e se £ ( / )  Sp o /  ha almeno un pun to  fisso.
Osserviam o ora che :

d) se ,1 è la trasform azione identica di in sé si ha £ (I) — X (Kw), 
dove x (K w) è la cara tteristica  di Eulero-Poincaré di K.n ;

b) £ ( / )  è invarian te  per omotopie: se /  ed /  sono omo tope £ ( / )  =
2 =  C/);
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c) sef è  una p ro ie ttiv ità  di Kb, f  è om otopa all’identità . In fa tti il gruppo 
proiettivo quaternione è quoziente del gruppo lineare quaternione sugli 
scalari reali ed il gruppo lineare quaternione è connesso.

D a d), b), c) segue che, se /  è una p ro ie ttiv ità  di Kn, allora £ ( / )  =  x  (K w), 
sicché per dim ostrare il lem m a basta  verificare che X (Kb) =(= o. D im ostre­
remo che X (K w) =  n -f- 1.

In fa tti, detto  R 4** lo spazio numerico reale di dimensione 4 n si ha 
K n — Kn~ x =  R 4 .̂ Si ha allora la successione esa tta  di coomologia (a sup­
porti com patti) [1]

------- Hb (R 4*, R) — * LD (Kn, R) — > (Kb—1, R) — >

— > KD+I (R4«, R) — > (Kw, R) — > H^+I (K>—q R) — ► . . . .

Da questa, essendo X (X) =  2  (—  *)* dim (X , R), si ottiene
p

X (Kb) -  X (Kb— ) +  x (R4*) =  X (Kb— ) +  1 

e pertan to  x (Kb) =■ n +  1.
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