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Matematica. — A proposito delle trasformazioni topologiche del
prano reale euclideo su se stesso. Nota di ADELINA SANTOLINI, presen-
tata ¥ dal Corrisp. G. Scorza Draconr.

In questa Nota ®> mi propongo di dimostrare un teorema sugli auto-
meomorfismi del piano reale euclideo *). Precisamente intendo dimostrare che:
- Se la trasformazione topologica t del piano reale euclideo su se stesso
ammette almeno un punio unito U e se una delle potenze di t ammette come
libera ™ una curva semplice chiusa che aggira U, questultima circostanza si
presenta anche per t.

Il teorema e la sua dimostrazione si trasportano subito agli automeo-
morfismi dei sottoinsiemi semplicemente connessi del piano. Qualche novita
di enunciato e di deduzione si pud forse presentare nel caso di insiemi pluri-
connessi. Ma sulla questione non intendo insistere, almeno per ora.

1. Consideriamo dunque la trasformazione topologica ¢ del piano reale
euclideo su se stesso. La sua potenza z—esima #” ammetta come libera una
curva semplice chiusa che aggiri il punto unito U. La stessa circostanza si
presenta allora anche per #—”. Non & dunque restrittivo supporre che il numero
intero 7 (non nullo) sia positivo (e maggiore di 1).

Sia 7 una curva semplice chiusa che aggiri U e che sia libera nella #”.
Indichiamo con

Ir r=o0,1,--,n)
la trasformata di j nella #, di modo che j, =j; e con

J, r=o0,1,--,7)
la regione delimitata da 7, @®.

Poiché gli insiemi J, e J, contengono entrambi nell'interno il punto U,

la joN j,= o implica la J,CJ,—j, ovvero la J,C Jo—j,. Non & restrittivo
supporre

(1) ; JoCJu—7ns
perché nel caso contrario basterebbe scambiare gli uffici di # e #—* e quelli di
Jo € Ju-

(*) Nella seduta del 9 maggio 1964.

(1) Eseguita nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi Matemat1c1 del Consiglio Nazionale
delle Ricerche.

(2) II piano reale euclideo sara dunque Pambiente a cui- rlferlremo, nel seguito, ogni
considerazione.

(3) Una curva libera in una trasformazione & una curva priva di puntl in comune con
la sua immagine nella trasformazione.

(4) Nel piano la regione delimitata da una curva semplice chiusa & I’insieme costituito
dai punti della curva e da quelli che la curva separa dall’infinito.
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Poiché il punto U ¢ interno anche a J,, J,, -, J,—., 'insieme dei punti
del piano che si possono unire ad U mediante curve semplici aperte prive di
punti in comune con j, U ;U - - U ju—; ¢ delimitato da una curva semplice
chiusa, v,®). La regione I', delimitata da vy, contiene nell'interno il punto U.

La curva vy, ¢ contenuta ovviamente nell’unione di Jj,, f;, -+, fs—::
(2) Yo" Jo U U U Jus;
l'insieme T, & ovviamente contenuto nell’intersezione di Jos Jeseooy Jues:
€)) ToCJln]N- O s

Dalla (1) e dalla (3) segue immediatamente
) Yo O Ju = 0;
e detta v, I'immagine di ¥, nella ¢, dalla (2) segue
(5) HC iUV U

La regione I'; delimitata da vy, ¢ I'immagine, nella ¢ di I';; percid con-
tiene anch’essa, nell'interno, il punto unito U. _

Se Y, e Y; non hanno punti in comune il teorema ¢ dimostrato. Suppo-
niamo dunque che l'intersezione di ¥, e ¥; non sia vuota e dimostriamo che
Yo € Y: non si tagliano mai.

Ragionando per assurdo supponiamo che Y, e v, si taglino. Allora T,
contiene nel suo interno punti esterni a I',. Se P & uno di questi punti,
ogni curva semplice aperta che unisca P ad U incontra v,, cio¢ s, U---UJ,.
D’altra parte P, essendo interno a I',, pud essere unito ad U mediante una
curva semplice aperta, ¢, interna a I', e dunque priva di punti in comune con
JoU iU -U ju—;; dalla (1) e dalla (3) segue inoltre ¢ j, = @. E tutto
questo ¢ assurdo.

Poiché T, e I', contengono entrambe nell’interno il punto U e poiché
Yo € Y: non si tagliano mai, o risulta I, DT, ovvero I, C T',.

Supponiamo, se possibile, che sia I, C T,.

Consideriamo, accanto a Y., la trasformata di v, nella # (r =2 ,---, #),
che indicheremo con

Ty (7:2)"':%))
mentre indicheremo con

I, (r=2, - n)

la regione delimitata da v,, immagine di T', nella #. Allora risulta, in virt
dell'ipotesi, I C I, _; (r=1,2,--+,7)e quindianche I, C I\, r =1,2,-- -, %).
Di qui, dalla (1) e dalla (3) segue che Y, ¥, ,- - -, ¥, non hanno punti in comune

(5) Si veda, per esempio, G. SCORZA DRAGONI, Qualche teorema sulle curve di Jordan
[« Rendiconti del’Accademia Nazionale dei Lincei», serie 62, vol. XXIII (1936), pp. 181—
186], n° 4.
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con j,; percido y; non ha punti in comune con j, j,,-- -, j,, circostanza con-
traddetta dalla (5). Indi risulta I, DT, anzi

6) I.Dor,,

poiché non pud presentarsi la I', = I',, avendo escluso la T\ cr,.

2. Consideriamo ora gli insiemi, chiusi e limitati, &, ,8&,,-- -, &, definiti
dalle
& = Yo O Yi,
8

{‘;n—l:YonYI Nn---N Yn—1,
gn:chmYlm"'n Yus
di modo che & 06,D---28,,.
Indichiamo con #(8,) (# = 1,---,72 — 1) 'immagine di &, nella £ Ricor-
dando la (2), la (4) e la (5) avremo
&Ig_Yon (]1 U"U],,)='Yon (]I UU]”—I)Q
Q(]o U'U]n—q)m (]1 U‘U]n—x):]I U"U/n—l;
62=Yonl<é;1>gYom (]2 UU]n)=Yon (]2 UU]n—x)g
Q(/o U'U]n——x)n (/2 U"U]n—x):_/z U'an——r;

..........................................................

6;1—-1 =Yo N t<&n——-2) QYO N <jn—x U ]n) =Y N jﬂ—l g
g (jo U an—:) mjn—x =]n—1y
(‘;n:YonZL(én—I)gYomjn: a.

Indichiamo con » (1 << < #) lintero per cui risulta

é;I:!:ﬁ,---’ém_I:i:ﬂ’

ed inoltre
Una prima immediata conseguenza della (7) ¢ la

) 8, CYo,

poiché da & =y, seguirebbe Y, =y, =---=7~,,, dunque &, =7v,,.
Vogliamo ora dimostrare, valendoci solamente della (6), della (7), della (8)
e del fatto che v, aggira il punto unito U, che possiamo modificare la curva v,
(e di conseguenza la curva v,) in modo tale che la curva modificata v, aggiri
il punto U, non abbia punti in comune con la sua immagine ¥, nella ¢ tranne
quelli contenuti in & — &,,__,, e verifichi, insieme con Y, , condizioni analoghe
alle (6), (7), (8), ma con un valore, per 7, diminuito almeno di una unita.
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Per questa dimostrazione non ¢ restrittivo supporre che ¥, sia una cir-
conferenza, poiché esistono trasformazioni topologiche del piano su se stesso
che trasformano ¥, in una circonferenza ©.

Indichiamo con C il centro e con. R il raggio di v,, con & la distanza,
certamente positiva, di #(8,_,) da I, e con &* la distanza, anch’essa positiva,
del punto unito U da v,.

Sia € un numero reale positivo minore di & e 3 un numero reale posi-
tivo conveniente. Le condizioni da imporre a 3 saranno indicate nel corso
del ragionamento; intanto imponiamogli quella di essere minore di &*.
Consideriamo il d-intorno chiuso di &, _, sulla circonferenza v, : esso
¢ costituito da un numero finito di componenti connesse, @, ,@,,---, @,
la cui unione non esaurisce completamente 7Y,, purché si sia assunto
abbastanza piccolo. Sicché ©,,C,,- -, @, sono archi, a due a due disgiunti
se A >1.

La componente €; ( = 1,2, ---,\) abbia per estremi i punti A, e B,.
Dette A; e B; le intersezioni dei segmenti A;C e B, C con la circonferenza v¥
concentrica con ¥y, e di raggio R — 3, in Yo sostituiamo €; con la curva semplice
aperta costituita dal segmento A;A;, dall’arco €} di v} di estremi A; e B.
contenuto nel settore circolare delimitato da A;C U B,C U @;, dal segmento
B; B:. Fatto questo per ogni valore di 7, otteniamo una curva semplice chiusa
Yo che & contenuta in I';, che coincide con ¥y, nei punti esterni al 3—intorno
chiuso di &,,__, e che non ha punti in comune con €, tranne gli estremi A, e
B;,G=1,2,---,1). Di qui e dalla (6) segue immediatamente la

<9> Y:) n YI g &1 _—{‘;m-—x~

Inoltre, poiché ogni punto di A;A; UCFUB;B;¢=1,2,--,)\) ha
distanza minore di 2-3 da qualche punto di &,,_, , v, differisce da vy, solamente
in punti interni al 2-8—intorno piano chiuso di &, __,®.

La regione IY, delimitata da ¥y, contiene nell’interno il punto U, perché
d << d*, e soddisfa alla

(10) Irocr,

perché v, ¢ contenuta in I'; e non coincide con ¥,.

Poiché vy, e v, differiscono solamente in punti interni al 2-3-intorno
piano chiuso di &, ., basta impiccolire eventualmente 3, in corrispondenza al
numero ¢ gia fissato, per essere sicuri che v; e v: differiscono solamente in
punti interni all’s—intorno piano chiuso di #(8,, ;) ®; tale intorno non ha punti

(6) Cfr. B. V. KEREKJARTO, Zvpologie (Springer, Berlino 1923) cap. 2, §2.

@) E I'involucro chiuso dell’insieme dei punti di yo aventi distanza minore di 8 da
qualche punto di &m —:.

(53) Il 2-3-intorno piano chiuso di un insieme E non vuoto & Iinvolucro chiuso del-
Iinsieme costituito dai punti del piano che hanno distanza minore di 2-8 da qualche punto
di E.

(9) Si rammenti che # & continua in tutto il piano e che 8» —: & limitato.
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in comune con I, poiché #(8,,_,) & esterno a I', e poiché € < &; dunque nem-
meno con I, per la (10); indi Yo N Y: =Y, N Y:. E la (9) equivale alla

(II) Y;ﬁY;Qf‘;x——ém—n

che era una delle condizioni imposte a ¥,.

Se si tiene conto anche della circostanza che y; non contiene punti in-
terni a I',, nelle considerazioni, precedenti ¢ inoltre implicito che ¥, non con-
tiene punti interni a I',. D’altra parte il punto unito U, essendo interno a I';,
¢ interno alla regione I'; delimitata da v;; ma il punto U & interno anche
a Iy e dunque I, CI';. Di qui e dalla (10) segue la

(12) rLcT,.

Accanto a y; consideriamo 'immagine di v, nella # (» = 2,-- -, m — 1),
che indicheremo con ¥}, e costruiamo gli insiemi

& =Y. N Y,
8 =Y%NY.0Y,

Se & = o il teorema ¢ dimostrato. Supponiamo dunque 8, == o.
La (11) implica la voN v:CYoeN Ya; da cuila v,_. 0V, CY—: O 7,
(r=2,--,m— 1); epperd accanto alla v, N ¥: C Yo N Y: si trova

Yo O YO Y =(NY)OX:OY) CHNYON N Yo) =
= Yo Y: O Ya;
Yo Y:O YN Y=o NY) N YO Y) O (Y2 vs) C
CEOYNMNT)ONY) =Y O Y0 Y0 Ys;
e cosi via fino alla

Y’onlemnY;’n—r QYomemI"mYm-—-I;

cioe alla
‘gm —1 _C_ g‘m —1;

ma la (11) implica altresi la v, N Y; m 8, _. = 9, indi risulta

YoNYi N &y = 0
d’altra parte

Yo YN & i =YoNV:OYeNY:N - DY ) =YY OV O Y =8y,
e dunque si conclude con la
(13) : &, _, = o.

41. — RENDICONTI 1964, Vol. XXXVI, fasc. s.
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Dalla (13) segue immediatamente
(14) & C Yoo

poiché &, = v, implicherebbe Yo =Yi=-- =Y, . € Y. =8, _,.
Sicché, in conclusione, le curve v, e Y, aggirano il punto unito U al pari
di v, e Y: e, verificando la (12), la (13) e la (14), si trovano nelle stesse con-
dizioni espresse, per Y, ¢ Y:, dalla (6), dalla (7) e dalla (8), ma con un valore,
per 2, diminuito almeno di una unita. E basta ripetere il ragionamento al
massimo 7 — 2 volte, per concludere nel modo enunciato in principio.



