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Matematica. —  A  proposito delle trasformazioni topologiche del 
piano reale euclideo su se stesso. N ota di A d e l i n a  S a n t o l i n i ,  presen
ta ta  (*} dal Corrisp. G. S c o r z a  D r a g o n i .

In  questa N ota (l) m i propongo di dim ostrare un teorem a sugli auto- 
meomorfismi del piano reale euclideo (2h Precisam ente intendo dim ostrare che:

Se la trasformazione topologica t del piano reale euclideo su se stesso 
ammette almeno un punto unito U  e se una delle potenze di t ammétte come 
libera (3) una curva semplice chiusa che aggira U , quest'ultima circostanza si 
presenta anche per t.

Il teorem a e la sua dim ostrazione si trasportano subito agli autom eo- 
morfismi dei sottoinsiem i sem plicem ente connessi del piano. Qualche novità 
di enunciato e di deduzione si può forse presentare nel caso di insiemi pluri- 
connessi. M a sulla questione non in tendo insistere, almeno per ora.

1. Consideriamo dunque la trasform azione topologica t  del piano reale 
euclideo su se stesso. L a sua potenza ^-esim a tn am m etta  come libera una 
curva semplice chiusa che aggiri il punto  unito  U . L a stessa circostanza si 
presenta allora anche per t~~n. Non è dunque restrittivo  supporre che il num ero 
intero n (non nullo) sia positivo (e m aggiore di 1).

Sia j  una curva semplice chiusa che aggiri U  e che sia libera nella tn. 
Indichiam o con

j r ( r =  o , i ,  - . - , n)

la trasform ata di j  nella tr, di modo che j Q — j ;  e con

Ir (r =  o , 1 ,• • - , n)
la regione delim ita ta  da j f A\

Poiché gli insiemi JG e Jn contengono entram bi nell’interno il punto  U , 
la j 0 O j n =  0 im plica la JcC J« — jn ovvero la ] nC Jo — jo • Non è restrittivo  
supporre

( 0  J o C L  Jn y

perché nel caso contrario  basterebbe scam biare gli uffici di t e t ~ l e quelli di 
jo e j n.

(*) Nella seduta del 9 maggio 1964.
(1) Eseguita neiram bito  dell’a ttiv ità  dei Gruppi M atem atici del Consiglio Nazionale 

delle Ricerche.
(2) Il piano reale euclideo sarà dunque l’am biente a cui riferiremo, nel seguito, ogni 

considerazione.
(3) U na curva libera in una trasformazione è una curva priva di pun ti in comune con 

la sua immagine nella trasformazione.
(4) Nel piano la regione delim itata da una curva semplice chiusa è l’insieme costituito 

dai pun ti della curva e da quelli che la curva separa dall’infinito.
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Poiché il punto  U  è in terno anche a Jx , J2 , • • •, J„ _ x , l’insieme dei punti 
del piano che si possono unire ad U  m ediante curve semplici aperte prive di 
p un ti in comune con j Q U j \  U * • • U j n — i è delim itato da una curva semplice 
chiusa, y0(5). L a regione r o delim ita ta  da yQ contiene nell’interno il punto  U . 

L a curva yG è contenuta ovviam ente nell’unione di j Q , j x , • • • , j n — i :
0) ToCy0uyIu-*-u7;-I;
l’insieme r o è ovviam ente contenuto nell’intersezione di JQ , Jx , • • •, Jn — i-

(3) r0c j0n Jxn • •-n J,_x.
D alla (1) e dalla ("3) segue im m ediatam ente

(4) To n j n = 0 ;
e d e tta  yx l’im m agine di yQ nella /, dalla (2) segue

(5) YiQ ji U 7*2 U • * • U j n •
L a regione F z delim ita ta  da è l’im magine, nella /, di Pc ; perciò con

tiene anch’essa, nell’interno, il punto  unito U .
Se yG e yx non hanno p u n ti in comune il teorem a è dim ostrato. Suppo

niam o dunque che l’intersezione di yQ e yx non sia vuota e dim ostriam o che 
yG e yx non si tagliano mai.

R agionando per assurdo supponiam o che yQ e yx si taglino. A llora T0 
contiene nel suo in terno pun ti esterni a Yx. Se P è uno di questi punti, 
ogni curva semplice aperta  che unisca P ad U incontra yx, cioè j x u • • • U j n • 
D ’altra  parte  P, essendo in terno a P0, può essere unito  ad U m ediante una 
curva semplice aperta, r, in terna a T 0 e dunque priva di pun ti in comune con 
jo U /x U • • • U jn — i ; dalla (1) e dalla (3) segue inoltre c n  j n =  0 . E tu tto  
questo è assurdo.

Poiché r o e r x contengono entram be nell’interno il punto  U  e poiché 
Yè e yx non si tagliano mai, o risu lta Tx D Y 0 ovvero Tx C P0 .

Supponiam o, se possibile, che sia Tx C r o .
Consideriamo, accanto a yx, la trasform ata di y0 nella tr (r =  2 , • • -, n).

che indicherem o con
Yr (r = 2 , • •-,n),

m entre indicherem o con
T , (r = 2 , •■ - ,n)

la regione delim ita ta  d a 'y r , im m agine di P0 nella ^ . A llora risulta, in v irtù  
dell’ipotesi, Tr C Pr_ x (r =■ 1 ,2  , • • •, n) e quindi anche Yr C r o (r =  1 ,2  , • • •, n). 
Di qui,:dalla (1) e dalla (3) segue che Yx , y2 , • • •, Yn non hanno pun ti in comune

(5) Si veda, per esempio, G. Scorza Dragoni, Qualche teorema sulle curve d i Jordan  
[«Rendiconti delPAccademia Nazionale dei Lincei», serie 6a, voi. X X III (1936), pp. 181- 
186], n° 4.
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con j„; perciò y, non ha pun ti in comune con j ,  ,y 2 ,• • - , j n , circostanza con
trad d e tta  dalla (5). Indi risu lta  1 , 3 ^ ,  anzi

(6) r , D r OJ

poiché non può presentarsi la L  =  F0, avendo escluso la F, C F .

2. Consideriam o ora gli insiemi, chiusi e lim itati, &z , , • • •, &n definiti
dalle

<§i = Yo n Yi,
=  Yo n Yi n y 2,

= To n Ti n  - ■ - n y, - .  ,
K  =  Yo n  Yx n  ■ • • n  y* ,

di modo che <§1 2  <§2 D • • O  .
Indichiam o con /  (&r) (r =  1 - , n  — 1) l’im m agine di èr nella /. R icor

dando la (2), la (4) e la (5) avrem o

^  c Yo n CÀ u • • • u j„) = io n (;i u  • ■ ■ u j„ -j) c
c C/o u • • • u J„ -z) n Oi u • • • u A-i) =j* u • • • u

= Yo n / (&j) c  Yo n 0 ; u • • • u j „) = Yo n (j> u •; • u j » - t) c
—. (jo U •• • U Jn—1) O ( J 2 U ■ "  U i« —1) =  J2 U • • • U y*— i ;

&n—i =  Yo n   ̂ (&)* — 2) C  Yo FI (.Jn— i U  y») =  Yo O  Jn—i C  

— C/o U ' ' * LJ jn  — 1) Cl Jn —i ’ " Jn —x j

&n =  Yo n  /  (^ _ x ) C Yo n  y* =  0.

Indichiam o con m ( i < J m < ^ n )  l’in tero  per cui risu lta

S, =j= 0 SOT_ T =(= 0,

ed inoltre

(7) -S* =  0.

U na prim a im m ediata conseguenza della (7) è la

(8) C Y<> >
poiché da &z =  yc seguirebbe y0 =  yx =  • • • =  yOT, e dunque <SOT =  ym.

Vogliamo ora dim ostrare, valendoci solam ente della (6), della (7), della (8) 
e del fa tto  che yQ aggira il punto  unito  U , che possiamo modificare la curva yQ 
(e di conseguènza la curva yt) in modo tale che la curva m odificata j 0 aggiri 
il punto  U , non abbia p un ti in comune con la sua im m agine yi n e lla /, tranne 
quelli contenuti in —■ &m—z, e verifichi, insieme con y' , condizioni analoghe
alle (6), (7), (8), m a con un valore, per ?yiì dim inuito almeno di una unità.
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Per questa dim ostrazione non è restrittivo  supporre che yG sia una cir
conferenza, poiché esistono trasform azioni topologiche del piano su se stesso 
che trasform ano yG in una circonferenza (6).

Indichiam o con C il centro e con R il raggio di yG, con d  la distanza, 
certam ente positiva, di t da VQ e con d * la distanza, anch’essa positiva,
del pun to  unito  U  da yQ.

Sia £ un num ero reale positivo m inore di d  e § un num ero reale posi
tivo conveniente. Le condizioni da im porre a § saranno indicate nel corso 
del ragionam ento; in tan to  imponiamogli quella di essere m inore di d*. 
Consideriamo il 8-in torno  chiuso di &m — z sulla circonferenza y0(7): esso 
è costituito  da un num ero finito di com ponenti connesse, ©x , ©2 ,
la cui unione non esaurisce com pletam ente yQ, purché si sia assunto § 
abbastanza piccolo. Sicché ©2 sono archi, a due a due disgiunti
se X >  1.

L a com ponente (i =  1 , 2 ,  • • •, X) abbia per estrem i i pun ti A 2- e B2. 
D ette  A'i e B'- le intersezioni dei segm enti A -C  e B?. C con la circonferenza yj 
concentrica con yG e di raggio R  —- S, in yQ sostituiam o con la curva semplice 
aperta  costitu ita  dal segm ento A* A /, dall’arco £* di y* di estrem i A'- e B  ̂
contenuto nel settore circolare delim itato da A -C  (J B- C u @ t-, dal segmento 
B'- B*-. F a tto  questo per ogni valore di i y otteniam o una curva semplice chiusa 
yó che è contenuta in r o, che coincide con yQ nei p un ti esterni al S-intorno 
chiuso di &m—z e che non ha pun ti in comune con <A, tranne gli estrem i A { e 
B2 (i ~  1 , 2 , • • - , X). Di qui e dalla (6) segue im m ediatam ente la

(9 ) Yo O T: c

Inoltre, poiché ogni punto  di A,-Ai U ©? U Bi B?- (i =  1 , 2 , • • - , X) ha
distanza m inore di 2-S da qualche punto  di , yó differisce da yQ solam ente
in p un ti in tern i al 2 -S -in torno  piano chiuso di ém_ I (8).

L a regione V0 delim ita ta  da yó contiene nelbinterno il punto  U , perché 
§ << d*, e soddisfa alla

(io) róc r0,
perché yó è contenuta in  T0 e non coincide con yG.

Poiché yQ e yó differiscono solam ente in pun ti in tern i al 2*§-intorno 
piano chiuso di , basta  impiccolire eventualm ente §, in corrispondenza al
num erò £ già fissato, per essere sicuri che yx e yi differiscono solam ente in
pun ti in tern i a ire -in to rn o  piano chiuso di (9); tale intorno non ha punti

(6) Cfr. B. V. KerékjÀRTÓ, Topologie (Springer, Berlino 1923) cap. 2, §2.
(7) È l’ involucro chiuso dell’ insieme dei punti di y0 aventi distanza minore di S da

qualche punto —
(§) Il 2 -8-in torno piano chiuso di un insieme E  non vuoto è l’involucro chiuso del- 

l’insieme costituito dai punti del piano che hanno distanza minore di 2-S da qualche punto 
di E.

(9) Si ram m enti che /  è continua in tu tto  il piano e che &m — 1 è lim itato.



in comune con VQ, poiché t  è esterno a F0 e poiché s <  d\  dunque nem 
meno con r;, per la (io); indi TÓ D Ti =  yó O y i . E la (9) equivale alla

(11) y ó n y i c ^ —  &m~x,

che era una delle condizioni im poste a yó.
Se si tiene conto anche della circostanza che yx non contiene p u n ti in 

terni a ro} nelle considerazioni, precedenti è inoltre implicito che yi non con
tiene pun ti in tern i a IV  D ’a ltra  parte  il punto  unito  U , essendo in terno a F'0 , 
è in terno alla regione Fi delim ita ta  da yi ; m a il punto  U  è interno anche 
a T0 e dunque T0 C T i . Di qui e dalla (io ) segue la

(12) r; c r ; .
A ccanto a yi consideriamo l’im m agine di yó nella tr (r =  2 , • • •, m  — 1), 

che indicherem o con yó, e costruiam o gli insiemi

&i = yó n y i ,

K  =  yó n yi n yó,

A d e lin a  S a n to lin a  A  proposito delle trasformazioni topologiche, ecc. 613

—1 yo O yT n  * * * O Ym—i •

Se &i =  0 il teorem a è dim ostrato. Supponiam o dunque &i =\= 0.
L a (11) im plica la yó D yi C yG O yx ; da cui la yó_x D yó C ì V - i  H Y, 

(r =  2  ,• • - , m  — 1); epperò accanto alla yó O yi CTo H yx si trova

yó n  yi n  yó =  (yó n  yi) n  (yi n  yó) C (yG n  yx) n  (yx n  y2) .=

=  yoDyI n y 2; 

yón y i n  y ó n y V  (yónyi) n  (y in y ó ) n  (yón yó) C 

c  (Yo n  yx) n  (y* n  y2) n  (y2 n  y3) =  yc n  yx n  y2 n  y3 ;

e così via fino alla

yó n yi n • ■ • n y«-x -c Yo n  Yi n -  • n y ^ -x ,
cioè alla

<§' C £^ m — 1  ̂m — i )

m a la ( n )  implica altresì la yó O yi D &m- i  =  0, indi risu lta

y ó n  yi n  =  0 ;

d ’a ltra  parte

y ó n y in C - i x  =  yónyin(yónyin • • -nyó^x) -yónyi  n  • • •ny„_I =  £ m - l y

e dunque si conclude con la

(13) —1 0*

4 1 . — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 5.
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D alla (13) segue im m ediatam ente

(14) &'i Ciò,

poiché =  yó im plicherebbe YÓ =  Yi =  • • • =  Ym — 1 e y^ — i =  •
Sicché, in conclusione, le curve YÓ e Yi aggirano il punto  unito  U  al pari 

di Yo e Yi e> verificando la (12), la (13) e la (14), si trovano nelle stesse con
dizioni espresse, per Yo e Yi > dalla (6), dalla (7) e dalla (8), m a con un valore, 
per m, dim inuito  almeno di una unità. E basta  ripetere il ragionam ento al 
massimo m  —  2 volte, per concludere nel modo enunciato in principio.


