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Analisi matematica. — Sui potenziali relativi all'equazione del 
calore(#). N ota di G i u s e p p e  A r n e s e , presentata (**} dal Corrisp. 
C. M i r a n d a .

1. In  un loro fondam entale lavoro [1] A. P. Calderon e A. Zygm und 
hanno stud iato  una classe di integrali singolari. U na delle applicazioni dei 
loro risu lta ti concerne le derivate seconde dei potenziali di dominio

( 0 10 ) (x — y) u (y) d  y

ove u E IA (R„) (jp >  1), R w è lo spazio euclideo ad n dimensioni e V (x) è 
la soluzione fondam entale dell’equazione di Laplace Au =  o; viene dim o­
stra to  dai suddetti A utori che le derivate seconde di w (x) esistono quasi 
ovunque e che per esse si ha

L r b) \ U Il^(R„) •(2)
d2 w

dxi dx i

Successivam ente L. H òrm ander, in un suo recente lavoro [4] dedicato allo 
studio delle distribuzioni tem perate T  tali che

IT * u lLg (R ) <  c I u ||L̂  (R } per u e D

ove D è lo spazio delle funzioni indefinitam ente differenziabili ed a supporto 
com patto, ha d im ostrato  un teorem a (l) da cui possono dedursi, in p a r ti­
colare, le disuguaglianze (2).

Ho dim ostrato, in un lavoro che verrà pubblicato nel voi. X II I  delle 
« Ricerche di M atem atica », che il suddetto  teorem a di H òrm ander può essere 
generalizzato in un modo m olto semplice e che tale generalizzazione perm ette 
di stabilire delle disuguaglianze analoghe alle (2) per i potenziali relativi alla 
equazione del calore. Precisam ente, posto

t

(3) w (x , t) =  dr U (x , t ; y  , t) u (y  , r) dy
R,

ove u E (R„ X [O , T]) (j>^> 1) e U  (x , t\ y  , t ) è la soluzione fondam entale 

delbequazione del calore — —  =  0, si prova, con Tausilio, o ltre che della 

generalizzazione del teorem a di H òrm ander, di alcune altre semplici consi-

(*) Lavoro eseguito nelFambito deifattività dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R. 
(**) Nella seduta del 9 maggio 1964.
(1) Cfr. [4], teor. 2.1.
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derazioni, che le derivate   > esistono quasi ovunque e che per

esse vale la disuguaglianza

(4) S
3 2w 

3 xì 3xj L^(X) +
3 w

|l^ (x , < ^ | | ^ i k < x )

ove s’è posto X =  R„ X [O , T]; si trovano, altresì, per tali derivate, formule 
di rappresentazione m ediante in tegrali principali.

R isu ltati parziali concernenti l’esistenza e le p roprie tà  di som m abilità 
di tali derivate erano già s ta ti o tten u ti da B. Pini [6] per n =  1, p  =  2, 
da E. Gagliardo [2] per n qualunque, p  =  2 e da L. N. Slobodeckii [7] per 
u (jy , t )  dipendente solo da 3/.

A  stesura già abbastanza in o ltra ta  del mio lavoro innanzi citato  sono 
poi venuto a conoscenza di una N ota  preventiva di B. F. Jones jr. [3] in cui 
si annunciano risu lta ti analoghi a quelli da me stabiliti. Peraltro  l’im posta­
zione del lavoro di Jones, da quello che può desumersi dalla sua N ota  che 
è priva di dim ostrazioni, differisce dalla mia. In fa tti essa sem bra conformarsi 
a quella di Calderon e Zygm und, m entre io m i avvalgo della generalizzazione 
del teorem a di H òrm ander di cui s’è detto  innanzi; inoltre essa si basa su un 
modo di troncare i nuclei singolari, e quindi di definire gli in tegrali principali 
che intervengono nella questione, differente da quello da me ado tta to . Infine 
voglio segnalare che V. A. Solonnikov in un suo lavoro [8], com pletam ente 
privo di dim ostrazioni, annuncia certe m aggiorazioni a priori in per le 
soluzioni di u n ’equazione parabolica del 2° ordine che sarebbero conseguenza, 
fra l ’altro, di analoghe valutazioni per i potenziali relativi all’equazione del 
calore. P ertan to  ho ritenu to  non privo di interesse pubblicare la m ia dim o­
strazione di cui appresso riporto  i pun ti essenziali rim andando, per maggiori 
dettagli, al mio citato  lavoro in corso di stam pa.

2. Con procedim enti elem entari si dim ostra, innanzi tu tto , la proposi­
zione seguente:

I. — Sia m € (X) ove X =  R n X [O , T]; allora per il  potenziale (3)
si ha\

(5)
n

w  |l+ x >  +  Xi= 1
3 w 
3Xi (X) <  c \ u  ||L̂ (X) ,

le derivate esistendo quasi ovunque.

Un  risu lta to  di questo tipo si può stabilire anche per potenziali relativi 
ad equazioni paraboliche di ordine superiore al secondo e con coefficienti 
opportunam ente regolari.

Introduciam o, ora, alcune notazioni. Sia S lo spazio delle funzioni infi­
n itam ente differenziabili u (x) tali che sup. | x a u \ <  +  00 per x e R n+I, 
per ogni oc =  f a  , • . ., a*+T), /  =  (/x ,•••' , 4 + 0  (oc,-, l{ num eri in teri >  o) e con 
la topologia definita dalle seminorme sup. | x a D 7 u | ; con notazioni usuali
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abbiam o posto ;ra =  x ®1 • • • x an,+I e D1 u — — -------- —
" + I dx1* • • • dx*n+'z■ i ÙXn + i

lo spazio delle distribuzioni T  € S' (duale di S) tali che

. Denotiam o con L |

(6) \ \ T * u  |l?(rb+i) < c \ u  1l^(r„+ i) « e S

ove c è una costante.
Poniam o xn+I =  t , (xx , • • •, x n , xn+1) =  (x , t) e per ogni funzione K (x , t) 

definita in R^+I facciamo la posizione seguente

n + X

ove a >  1 , p >  o , X in tero  >  o.
Diciamo la classe delle funzioni localm ente integrabili K  (x , t )

per le quali esistano un com patto M, un intorno N dell’origine ed una co- 
s tan te  c tali che

CM

( x — y , t —  t )  —

Il teorem a che generalizza il citato  teorem a di H òrm ander è il seguente:
II. -  Sia  K e f l (a,1)n L |»  con p0 , qQ numeri determinati verificanti le 

relazioni

(8)
I <  p  <  q <  +  00

1 1 __ 1 
p  q ~  a

S i ha, allora, K e L j  per ogni coppia (p , q) verificante le (8).
Per X =  1 si o ttiene il teorem a di H òrm ander.
M ostriam o, ora, brevem ente, come questo risu ltato  perm etta  lo studio 

del problem a di cui si è parla to  nel n. 1.
Sia D e (y  , t )  il dominio di R^+I delim itato dall’ipersuperfice

(9)
I x { =  y i ±  Ì 2 n p s e n 9,........-sen9 „ |/lo g  (i =  i , • • •, n)

I t  =  t  +  p2 sen2 9, .• • • • • sen2 9„ o <  9 ; <  —

ove la scelta del segno per ogni x i — y i è fa tta  arb itra riam ente  ed indipen­
dentem ente dalla scelta fa tta  per le rim anenti x % — y { .

L a (9) è una ipersuperfice di livello per U  (x , t; y  , t )  che su di essa 
è ugpale a i/pn.

Poniam o

( x , t )  = 32 U (x , i; 0 ,0 )
dxi 3 Xi

per (x , t) e (o , o) 

per (x , t) e CDa (o , o) (A >  o).
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Si d im ostra il seguente teorema:
III.  -  S i ha\ e n  I f ;  di p iù , ~Kk verifica le disuguaglianze (6)

(per p  =  q =  2) e (7) (per a =  1, X =  2) uniformemente rispetto ad h.
Posto

^  (A » 0  =  * u per u e S,

dai teoremi II e I I I  consegue:

( I O )  l ì  Zh ! | i A R „  +  i )  <  C [ |  U | l > ( R „  +  1 ,  (J> >  I )

uniform em ente rispetto  ad h.
D ’altra  parte , per u e D, posto

w  (x  ,  t) =  j I U  (oc ,  t  ; y  ,  t )  u (y  ,  t )  dy

rc + i
si ha per (x , t)  e R n+1 :

( i o lim zh(x ,t)  =  —  §«y (2 ■C)nh u ( x  ,t)  +A—>0
32 -ze (2)

3̂ 2 3̂ y

ove Sy è il simbolo di K roneker 
D a (io), ( i i ) consegue

d2W(12)

Si ha anche

(13)

3 xì 3x j

3 w
dt

I,nv.n+1) ~  dM li> (R K+l) Per u e T ) , p > i .  

iJ(R - C\\U \ S ( K +1) Per u e D , p >  1.

D a (S)> ( I2)> C13) tenendo presente anche un teorem a di E. Gagliardo <3), 
si deduce facilm ente il seguente teorema:

IV. -) Se X =  X [O , T] e u (x , /) e D  (X) (p >• 1) la funzione  
w (x , f) data da (3) è assolutamente continua rispetto alle variabili separata-

mente, è dotata di (z =  1 • - , n) assolutamente continue rispetto ad ogni
Xj ( j =  1 risultando

2K = I
3w 
3 xì l/(X )

n

+  . 2i ;j=i
d2W 

dXi 3Xj U  (X) +
3w
¥ L*(X) < r | [ ^ | j i> ( x )  •

Infine, nelle stesse ipotesi del teorem a precedente, si dim ostra che esiste 
la form ula di rappresentazione

32 w{x, t )  
3 xì 3Xj =  ---Sy (2 7T)*/2 «  (x , *) +

*
32 U (x , t  ;y,T) 

dx; dXj u ( y  , t )  d  y  d  t

(2) Cfr. [5], pag. 408; la dimostrazione è fatta per n — 1 ma è valida per ogni
(3) Cfr. [2], pag. 187.
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per (x , t) G X, essendo

f  f 3 u  d V i l x ? u (y  ’ dy dT  =  ] i m  K »  *u
x

in m edia di ordine p  in X.
A nalogam ente

dw
dt

X

B ib l io g r a f ia .
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