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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Sulle matrici ipoellittiche. Nota (*} di 
G i u l i o  C e s a r e  B a r o z z i ,  presentata (**} dal Socio G . S a n s o n e .

1. Sia x  =  (#*.,- • *,#v) un punto  dello spazio reale euclideo a v dim en
sioni R v. Poniam o

L  =  t A ’ d ^ C D - . - ’ - .D v).
Sia

una m atrice quad ra ta  i cui term ini p {j (5) sono polinomi a coefficienti costanti 
nelle variabili ^  , • • •, . Sia Q un aperto lim itato  di Rv ; com ’è noto la m atrice $
si dice ipoellittica se, posto u =  '(u1 , ■ • - , un), sussiste l’im plicazione

u e (O) 
® ( D ) u e  C°° (fi) => u eC°° (D ),

essendo C°° (12) lo spazio delle funzioni infinitam ente differenziabili in O, 
3)' (Q) lo spazio delle distribuzioni in Q. Nella presente N ota considereremo 
il seguente problema:

Scrivere $ come somma di due matrici

8 = 8' +  8"
in modo tale che

a) 8 sia ipoellittica se e solo se tale è 8'\
b) posto 8' (£) =  11 pij (5) Il , p'ij sia costituito da term ini di p ^ ,
c) per ogni i, j  la scelta dei termini di che costituiscono p\j sia lim i

tata a quelli strettamente necessari affinché sia soddisfatta la a).
si dirà la parte principale di 8 . ■

2. Consideriamo il polinomio P (£) =  det § (5); da H òrm ander [1], 
Teor. 1 e 2, si ha che 8 è ipoellittica se e solo se tale è P _(£).

Sia mj , j  =  1 , v, il massimo esponente con cui 5/  figura isolato in
P (?), e si ponga

m , Nm =  m ax ms , qj =  —  , ? = & , , • • • . ,  qf).
j

E ' mj  >  1 , V a ltrim enti P (e quindi 8) non è ipoellittico ed il p ro
blem a in esame non si pone (cfr. [3], n° 1).

E  dunque qy- razionale >  1 per ogni j  , m in qj =  1.
j

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo n. 2 del Comitato per la mate
matica del C.N.R. per l’anno 1963-64.

(**) Nella seduta del 9 maggio 1964.
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Se oc — (qlx , • • •, av) è un vettore intero non negativo, poniamo

DEFINIZIONE. — Chiamiamo q—grado del monomio a (a) ?a la quantità (ra
zionale)

<“ >?> =  =

q-grado di un polinomio il massimo tra i q-gradi dei suoi termini.

3. Può darsi che in P (?) com paiano term ini il cui ^-grado  è maggiore 
di m. M ediante una sostituzione lineare

X =  A x , A  =  Il a{j II ; i , j  =  1 , • ■ •, v; det A  4= o,

(che non altera Y ipoellitticità) si può o ttenere un polinomio in x per cui 
questa circostanza non si verifica (cfr. [3], n° 2).

Supponiam o dunque che i term ini di P abbiano ^-grado  m inore o uguale 
a m. Il ^-grado  (ed anche il grado ordinario) di P è allora m. Sia m ^  il ^ -grado  
di p ij  (?); poniam o

M =  m ax \m l k l -1-------  +  mnkn\
k

dove k =  (kx , • • •, kn) è una perm utazione dei num eri natu ra li 1 , • • •, n. 
D e f in iz io n e .  -  § si dice q-non degenere se M — m (cfr. [4], § 1, n°4). 
La q u an tità  M — m (~> o) può assumersi come indice del «grado di 

degenerazione » di

4. Costruiam o una m atrice || m i?- 1| , i , j ' =  1 , • • - , n  tale che
(a) m ^ ^ n i - j  , V i , j  , razionali;
(b) tni k1 -{-••• fi- Wlnkn. ~  M , V k.

Il problem a ora posto ha almeno una soluzione e questa è unica se già 
la m atrice || I h | soddisfa la (b) (cfr. [4], § 1, n° 5). Nel seguito considereremo 
i polinomi p  -j (?) come aventi grado .

Supponiam o dapprim a § q-n o n  degenere (M =  m). Poniamo

^ ©  =  ||,4 0)( ? ) | | .

dove, avendo posto p {j  (?) =  2  ?°\ - è
a

P p !S)  =  ( =  o se m,-j <  w,y);
(a , ̂) — m . j

analogam ente

con

p f ( &  =  _ E _
mi j~ k < (a *?> - mij

Si ha che det $0 è precisam ente la somma dei term ini di ^-grado  m  di 
P (5); quanto  a det esso contiene certam ente tu tti  i term ini di P il cui
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^-grado  è < m  e >  m — k. Se poniam o P (5) =  det $ (?) '=  2  ?a, e
a

analogam ente quanto  fa tto  sopra,

Po ©  =  X  «(a) ia , pt ©  =  2  «(a) r ,
{a ,g) — m m — k <  (a , q)  < m

si ha che det $0 =  P0, m entre det <Sk è più forte di Pk nel senso di H òrm an- 
der (cfr. [2], p. 70); in simboli det Pk .

Sussiste il seguente teorem a (analogo a quello di B. Pini [3], n° 2).
Se P0 (£)=|=o per ogni H, reale =j=o, $ ©  è ipoellittica; se P0 (£, , ••  •

• • • i 1 ■> ^ > £/+ 1 > ■ • ■ > ©  =  o ha radici reali, e l'ordine massimo d i moltepli
cità d i esse al variare d i j  è n, allora § (?) è ipoellittica se e solo se tale è §n (£).

§0 nel prim o caso e nel secondo sarà la parte  principale di «?. Sia 
in fa tti P0 (£) =|= o per ? =j= o; tenendo presente il teorem a dianzi c itato  di 
B. Pini, si ha che PD © ,  é quindi 80 © ,  è ipoellittico; d ’a ltra  parte  PQ è ugual
m ente forte di P =  det §, dunque anche § è ipoellittica (ved. [2], Teor. 4.1.6).

§ è precisam ente del tipo chiam ato quasi-ellittico da Vole vie (ved. [4], 
§ 1, n° 4) e semi-ellittico da H òrm ander (ved. [2] p. 102).

A nalogam ente se P ©  , • • •, 5y_ I , X , £)■+ T , • • •, £v) =  o ha una radice 
reale di m olteplicità n, si ha che

det S-H > P ; \  P;
m entre è

det $ ; < P (l>;
dunque

det a>n > det $ =  P.

Ne segue che $ è ipoellittica se e solo se tale è .
Le p arti principali ora individuate dipendono, ovviam ente, dalla scelta 

della m atrice || m-y ||. L ’uguaglianza det $0 =  P0 m ostra però che per m atrici 
quasi-euittiche p arti principali corrispondenti a m atrici || m,y || diverse hanno 
ugual determ inante.

5 - Supponiam o ora che $ sia una m atrice ^-degenere. Posto § ==M — m, 
i ragionam enti precedenti si possono ripetere se, nella definizione di e 
di Vk, si pone

$ < & =  2
— 8 <  (a » q )  <  m . j

e

m i j  ~ Ò — k < ( a ’2 ) <  mi j

rispettivam ente. In fa tti det $0 contiene certam ente tu tti  i term ini di P aventi 
^ -grado  m, det quelli aventi ^-grado <  m e >  m — k.

(1) Ciò segue dal fatto che tutti i termini dei det g>- sono contenuti in P. Peraltro, 
dette A  =  \\aij{^)\\ e B =  ||^ -y(5) || due matrici polinomiali di ordine n, se per ogni 
i > & i j  è costituito da parte (eventualmente tutti) i termini di bij, è in generale falsa la 
relazione det A i  det B.
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6. Sussiste la seguente proprietà:
Se S (?) è una matrice ipoellittica, le soluzioni del sistema $  (D) u =  o 

e quelle del sistema cSn (D) u — o appartengono alla stessa classe di Gevrey.
D a H òrm ander [1], Teor. 3, si ha che le soluzioni di $ (D) u =  o e quelle 

dell’equazione P (D) u =  o appartengono alla stessa classe di Gevrey. A n a
loga affermazione per (D) u =  o e det (D) u =  o.

D ’a ltra  parte , essendo det $n , P~ e P ugualm ente forti, le soluzioni delle 
equazioni det $n (D) u =  o , P~ (D) u =  o e P (D) u — o appartengono alla 
stessa classe di Gevrey (ved. [3], n° 4).
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