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Meccanica. — Sulle deformazioni finite di una volta: caso bidi­
mensionale. Nota II di G io r g io  F e r r a r e s e , presentata n  dal Socio 
G. K r a l l .

In  questa N ota  II viene rielaborata  la teoria del Love riguardan te  le 
deform azioni non linearizzate di una volta, sullo schema (a tre param etri) 
della sua superficie m ediana. In  particolare si m ette  in evidenza una espres­
sione sintetica delle ca ra tteristiche di deform azione re la tive alle variazioni 
di cu rvatu ra , nella quale figura (insieme alle derivate  prim e) un  unico 
vettore [n. 2, (14)]. Q uest’ultim o esprim ibile a sua volta m ediante le com po­
nen ti di spostam ento  del punto  generico della superficie (n. 4).

Viene altresì riconosciuta la possibilità di in trodurre delle c a ra tte ri­
stiche di deform azione più semplici di quelle del Love, coincidenti con queste 
ne iram b ito  della teoria linearizzata; m a p u r esse, come quelle del Love, non 
com pletam ente soddisfacenti, risentendo di una dissim m etria in tro d o tta  inevi­
tabilm ente con l ’uso di una com oda terna trirettango la.

Vengono infine precisati i legami tra  le caratteristiche di deform azione 
del Love e quelle suggerite dalla teoria tridim ensionale di cui alla N ota  I.

1. P r e m e s s e  e  r ic h ia m i  (cfr. [3] cap. X X IV ). -  O rdinariam ente una volta 
viene schem atizzata in una superficie m ateriale 2  (la superficie m ediana), 
con la tac ita  condizione che, in ogni sua deformazione, le norm ali a S  si t r a ­
sformino nelle norm ali alla superficie deform ata 2 '. Come è noto, uno sche­
m a siffatto (a tre  param etri) è sufficiente per avviare lo studio della dinam ica 
delle volte, a differenza di quanto  accade per i solidi tubolari i quali, non 
potendo essere rappresen ta ti so ltanto  da una linea m ateriale (la direttrice), 
richiedono uno schema ad almeno q u a ttro  param etri. Ciò nonostante, alla 
semplificazione dovu ta al m inor num ero di param etri, da pensarsi ora funzioni 
di due variabili, anziché una, si contrappone l’im possibilità di definire delle 
cara tteristiche di deform azione che non siano soggette a condizioni di con­
gruenza. Del resto già le sei differenze da —  aik e ' b'a —  bik (i , k  =  1 , 2) 
che lo studio della deform azione di una volta, nell’am bito della teoria trid i­
mensionale, suggerisce di assum ere come caratteristiche di deform azione sullo 
schema della sola superficie, sono subord inate alle tre equazioni di G auss- 
Codazzi (condizioni di congruenza). Poiché tali differenze non sono, come 
s’è già detto  nella N o ta  I, le ordinarie caratteristiche di deform azione in tro ­
d o tte  dal Love, vediamo come queste vengono definite.

A ssunto jsu 2  come linee coordinate le linee d i curvatura =  var. 
( i =  1 , 2) siano: OQ =  OQ (x) e OQ' =  O Q f x )  rispettivam ente le equazioni (*)

(*) Nella seduta del 14 marzo 1964.
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della superfìcie 2  e della deform ata X' (Q e Q' pun ti corrispondenti);

\ e i =  ed \e'i =  | le basi naturali associate ai due pun ti Q e Q';

T  =  Q t T t 2 t 3 la  terna, trirettangola e levogira, costitu ita  dai versori delle 
tangen ti alle due lineé coordinate uscenti da Q (orientate nel verso secondo 
cui cresce la corrispondente %l) e dal versore della norm ale a 2 . Posto

(1) A- =  >'a7. (* =  1 , 2)

(«« =  er e{) si av rà  «

(2) ■ A^-1; , 3̂ — A 2̂ >

in quanto  le linee coordinate sono, in X, tra  loro ortogonali. G eneralm ente 
non sono invece ortogonali i v etto ri ei f in quanto  linee di cu rv a tu ra  di X non 
si trasform ano in linee di cu rv a tu ra  di 2 \  Si in troduce allora, accanto al 
versore i3 della norm ale a X' nel punto  Q ', il versore norm ale ad uno dei 
vetto ri eiì ad esempio ez , nonché il versore di stesso; così che inev itab il­
m ente, in tu tto  quello che segue, la fa m ig lia  d i curve x z =  var. viene ad assu­
mere un  ruolo privilegiato rispetto alValtra.

Ind ica ta  con T ' =  Q ' t'z t’2 t '3 la terna trirettangola e levogira così costru ita, 
si può scrivere

(2 a) ex =  A x (1 +  &0 t x , e2 =  A 2 (1 +  $2) '(S3 t z -f- ]/i ■— §3 12) , 

essendo

(3) h  =  1 ^ l / — — 1 ( *= I >2)

gli allungam enti specifici nella direzione delle linee di cu rv a tu ra  e

(4) 83 =  cos x' = Al A2 f I +  Si) (1 +82) y a ' a 'f II 25

il re lativo scorrim ento (x" angolo form ato dai vetto ri e/).
Di regola, nelle deform azioni delle volte, si considerano, insieme alle 

q u an tità  §a (oc =  1 , 2 ,3 ) ,  com ponenti co,-a , cô a secondò T e ?  risp e ttiv a ­
m ente (2), dei vetto ri

(s) V  t A ——“ A 2Xi
'"Wfc t

» — ? G A Vr . ^  — 1 ’ 2)>

è si fìssa l ’attenzione sulle differenze

(6) **a — ***** ***** — I >2 , OC I , 2 , 3)*

Dalle espressioni (5). appare evidente il significato cinem atico dei vetto ri 
<a. ed «>), rappresentando  essi, per =  t , delle velocità angolari dei triedri

(1) Le notazioni usate dal Love sono diverse: Xx =  oc, x 2 =  fi , A x =  A  , A2 =  B.
(2) Tali componenti sono indicate nel Love con le notazioni p i , qi i r .  e / ' - ,  , a'- 

(2 =  1 , 2) rispettivamente.
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T e T ' rispetto  al riferim ento prefissato % (cfr. [4] p. 155)* A d esempio 
non differisce dalla velocità angolare nel m oto rigido che si o ttiene facendo 
descrivere, a ll’origine Q del triedro T, la linea coordinata x x =  var. con velo­
cità scalare pari ad A i .

Ciò posto, consideriam o il sistem a di equazioni alle derivate  parziali 
del prim o ordine che esprim e i deriva ti dei vetto ri t'a m ediante «>'•, precisa­
m ente (form ule di Poisson)

dt'
(7) (7 = 1 , 2  ; oc =  1 , 2 , 3).

È chiaro che tale sistem a p erm ette  la determ inazione dei v etto ri tai non 

appena siano soddisfatte le condizioni di in teg ra b ilità ---- ---------- = dXi
che si riducono a tre soli legami indipendenti tra  le com ponenti co'-a e le loro 
deriva te  prime:

(8)
acoi(
dx2 34 ~  -  »d X\ 1 a + 1 (JJ2 a 4 2 " °2a + 1 V'i a + 2 (a = 1  , 2 , 3).

Le condizioni scritte  non bastano ancora ad assicurare resistenza della super­
fìcie 2 ',  in quanto  l’in tegrab ilità  del sistem a (2 a), ovvero

(2 b) =  A j (1 + 8 , )  <i , =  A 2 (1 +  Ss) (S3 +  Ì i  —  §32 Q  ,

im pone ovviam ente, in v irtù  delle (7), delle u lteriori lim itazioni per le com po­
nen ti dei vetto ri «>'•. Più precisam ente tali equazioni, che si riducono a tre 
condizioni scalari, perm ettono di esprim ere le tre com ponenti u>'13 , o)22 e co23 
m edian te le rim anenti e le &a ; sì che in definitiva, delle nove caratteris tiche 
8a e xm> si possono ritenere indipendenti le sole 8a (oc =  r , 2 , 3), x XI , x I2 e 
x2I , com plessivam ente in num ero di sei, salvo ad in tendere soddisfatte  le 
condizioni differenziali (8) che in sostanza sostituiscono le equazioni di 
G auss-Codazzi.

Le sei q u an tità  dianzi considerate sono le ordinarie ca ra tteris tiche di 
deform azione del Love, salvo le diverse notazioni: s/. (i =  1 , 2) per gli a llun ­
gam enti , £> per lo scorrim ento S3 ; t , K x e K 2 per le «changes of curvatu re»
Xu X1 2  X2 1

"a7  ’ — a7  e “a 7  '
Il problem a che si p resen ta a questo punto  è quello di esprim ere le 

cara tteris tiche di deform azione m edian te tre  param etri, ad esempio le 
com ponenti, secondo T, dello spostam ento « =  QQ' : il Love si lim ita a 
calcolare le espressioni linearizzate. Qui il problem a viene risolto in 
modo esa tto : a) riconoscendo che le differenze (6), anche se i  term in i sono 
relativi a tende diverse, si possono interpretate come componenti, secondo il 
triedro T, d i due vettori ; b) esprimendo questi u ltim i mediante un unico 
vettore q, a sua volta fu n zio n e  ben determinata delle componenti d i sposta­
mento.
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2. I n t r o d u z i o n e  d e i  v e t t o r i  -  Fa comodo anche qui, come già 
per i solidi tubolari, considerare il rotore cR che m u ta  l’orientam ento  della 
terna  T  in quello della terna  T ', nonché il suo vettore caratteristico  

0
q =  u t g  — . Come è noto i vetto ri ta si esprimono, m edian te q, al modo 

seguente (cfr. [5] p. 56):

(9) ta — cH ta =  ta -j~ -j—pqp- (q A ta —  q2 ta +  q  • ta q) (a  =  I , 2 , 3).

Si trae  subito che condizione necessaria e sufficiente perchè lo spostamento 
2  S ' si riduca ad  uno spostamento rigido è che risu lti

( i o ) §a — 0 > Q =  COSt.- • • 2 (a =  1 , 2 , 3).

Le sole condizioni ( io )x im plicano in fa tti [cfr. (2), (2 a) e (9)] èi =  
ovvero

dOQ'
dxi - (7 =  1 , 2).

C> • • \ • 047 . rbe in piu si suppone - ^  =  o, cioè éil =  cost, su tu t ta  2 , ne consegue 
SOQ' 3 (ffiOQ)
dXi dxi -, cioè

O Q '= ^ O Q  +  r ,

essendo r  un  vetto re  a rb itra rio  indipendente da Q. Lo spostam ento  2  -> 2 ' 
si o ttiene quindi componendo la rotazione (costante) oR di centro fisso O con 
la traslazione di vetto re  t 9 e si riduce pertan to  ad uno spostam ento  rigido. 

Per quanto  ora detto  appare com pletam ente giustificata, per le q u an tità

e e. == 2 —  , la denom inazione di caratteristiche d i deformazione della super­

fic ie  Come vedrem o tra  poco, le differenze (6) della teoria ord inaria sono in 
corrispondenza biunivoca con le com ponenti dei vetto ri e. secondo la terna  T.

Come è natu ra le , neppure i vetto ri e. possono essere fissati a piacere, 
in quanto , dovendosi o ttenere per semplice derivazione da uno stesso vettore 
q , deve essere generalm ente

_; Séa
dx2 dxz ’( i i )

ciò che assicura l ’esistenza di q e quindi la determ inazione dei tre  vettori 
ta z= ùRta . Le ( n )  non sono d ’a ltra  p a rte  le sole condizioni che vengono 
im poste ai vetto ri e . . R estano ancora le condizioni di in teg rab ilità  del 
sistem a (2 ò) che, con l ’introduzione di-cR, si scrivono nella form a

(12)
3Ì— J 8i% A i ( , + 8 i) ì

-1 ccR  ̂ _ .3 [Aa 83 (1 -f* 2̂) |__ — -  -f-dx2 cXj

9 [A2 ]/1 (i 4- 82) £2]
9xi + a2 (i + so srx II (s, + ti — S32 <o.
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Conviene a questo punto  in trodurre  i vetto ri delle due omografie assiali
i 3oR

dXi '

( 13) V oh; !
dxi

3 3gt
3^7

(i =  I , 2),

osservando che essi sono in corrispondenza biunivoca con i vetto ri 
Precisam ente si ha (cfr. [1] p. 172, formule (4) e (4'))

(J4) A- «A*,-)
e inversam ente

(HO «•■ =  2 —  =  a ,  +  q/\& i +  q • fi,- 9;

sì che, insieme alle Sa , si possono assum ere come caratteristiche di deform a­
zione le com ponenti £l.a dei vetto ri S2 - secondo la terna T  o, se si preferisce, 
le com ponenti secondo la te rn a  invariabile %.

In  pari tem po le condizioni di in tegrab ilità  (11), espresse per il tram ite  
dei vetto ri S2i '} si scrivono nella form a sin tetica (cfr. [5] p. £4, nonché [1] 
p. 176)

(8')
dtìi
dx2

Per quanto  riguarda le (12) esse si riducono a

d [Ai (t +  Si) *x]
dx2 -f- A j (i -j- 8 I)S22f ^ t 1 = 3 [Aa S3 (1 +  *») *1]

dxi +

+
3 [Aa|/i — 83(1 + 8 a) t 2]

dXx +  A 2 (i +  S2) fix /\(S 3 t x +  ■]/1 ---§3 t2)

e danno così luogo, m oltip licate scalarm ente per t x , t2 , t3 rispettivam ente, 
alle equazioni

I A 5 (1 ,+  8,) f i  —  % a i3 =  ~ [ A 9 [Al §I^ - +  (1 +  K ) i i

(iS) ! A, (1 +  Sx) U23 =  ^ +  A *83 ^  (p*3 — 0  +  80 3xi

r 9A.
3 dx2

3A2

I A x (1 -p Si) f ì22 =  A 2 (1 +  S2) S3 |f ì I2 -p -^7-) —  ]/1 ■ a

Si ve4 e bene di qui che, delle sei £Pa , si possono ritenere indipendenti le sole 
0 „  , ^ i 2 e Qai , salvo ad in tendere soddisfatte le condizioni differenziali (8').

Nel prossimo num ero farem o vedere che le quantità  £2ia danno proprio 
le differenze xia della teoria ordinaria  ; sì che le (14) vengono ad esprimere, 
con una certa sem plicità, ta li differenze mediante un unico vettore.

In  ogni |n odo si no ti fin da ora che, per piccole trasform azioni, dalla (14) 
o dalla equivalente (14') segue la coincidenza dei vetto ri 42. con i vetto ri

dq
dxi (i =  1 , 2).
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3. I d e n t i f i c a z i o n e  d e l l e  £La c o n  l e  x ia . L e g a m i t r a  l e  « c h a n g e s  
OF CURVATURE» E l e  d i f f e r e n z e  b'ik —  bi k . -  Dalle definizioni (s) si ricava 
facilm ente il legame tra  le velocità angolari <ai ed a>'- e i vetto ri i ì t definiti 
dalla (13). Si ha in fa tti, con l’in terven to  del ro tore St d i cui alla (9),

2 °*i = .2 „ (a <oAa | — +  &taA ^ 7  *a) >

ovvero (3) 2 a>,- =  Si ta A e quindi in definitiva

0  <**i =  cH (oj.- ‘-f- .

Segue di qui, avuto  riguardo alla (6),

X*0t — ^  f a  a>t ' t a =  (ojì -f- Sì;) • oR- 1 efUa —- o*£-ta y .
cioè

7) x*a =  ^  :

le caratteristiche x a afe//# teoria ordinaria del Love coincidono con le compo­
nenti, secondo T, dei vettori S2 -.' 7 1

Passiam o ora ad esplicitare i legami tra  le « changes of cu rvatu re  » del 
Love

(18) K , = X12.
Ai

TT _ Xsi
a 7

n 11 >1
 *

H 
W

e le differenze

0 9 ) bìk bik ^e'k
=  H 7 ’ *3~~

dek
"3 xì 3 ( i , k  =  1 , 2 )

di cui alla N o ta  I. A  tale scopo utilizziam o le formule (2) e (2 à)ì posto che 
la (18) si scrive, avuto  riguardo alla (7),

dt2
dx2

Si o ttiene

òIX bXI =  A x

b <̂22 ■— A ,

I /  <̂2
T — a t a ^ t '*3

3fe
3*. ' 3

(I +  83 (§3 l k  +  ^  _  83.3̂ )  • *3 —
3*2
dx2

e per :— bI2 =  —- 3SI , concordem ente alla (15)3, la duplice espressione

1̂2 1̂2 — A 2 (! + ^ ) ( s 3 ^ -  +  / l —  S3 — 3*, ' *3

=  À T
H
3;r: 3^2

(3) Si tenga conto che un rotore coincide col suo complementare; ciò che implica, per 
ogni coppia di vettori v e  w , 8l (v / \ t v )  =  qRv/\&W‘
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R;
quindi in definitiva, tenu to  conto delle formule 4^- =  1 
(25) della N ota  I],

Vxx —  b xx =  A:J f(i +  &,) K x

: e. [cfr. (9)2 e

A_
Ri

(20)
—  bI2 =  A , A , (1 +  S2) [s3 (k, — + i ! — S3 T

2̂2 2̂2 — A 2
(1 -f- 82)2 
1 +  Si 83 (k i - A _ ) + G - s23t +

+  (1 +  S2) ]/ i —  83 K 2 —  —  [(1 +  S2) Ì \  —  83 —  1] I •

4. D e t e r m in a z io n e  di q. -  Per com pletezza, una volta accerta ta  l ’iden­
tità  (17), cioè la possibilità di esprim ere le ca ratteristiche sovrabbondanti 
x»a m edian te un  unico vetto re  q , come dalla (14), esplicitiam o q u est’ultim o 
m edian te le com ponenti di spostam ento  del generico punto  di E.

Si t r a t ta  in sostanza di risolvere le equazioni (9) nella incognita q ì asse­
gnati che siano i vetto ri ta e i loro trasfo rm ati t'a m ediante Si; dato  che dalla 
(2 et) si ricavano poi i vetto ri ta m edian te e &a , cioè in definitiva in term ini 
di com ponenti di spostam ento  [(cfr. (15) e (2 i)z della N ota  I].

B asterà in tan to  lim itarci a considerare due soli valori per oc, ad esempio 
a =  1 , 2, in quan to  per un  ro tore si ha eft ( tx A G) =  cM x f \& t2, in modo che, 
se q soddisfa alle prim e due delle (9), verifica autom aticam ente anche la terza 
D a ltra  p a rte  ho avuto  occasione di riconoscere recentem ente (cfr. [2] p. 720) 
che, posto

(21) 2 q =  q z +  9, t x 

con q I t 1 ~  o, nonché

(22) t'i =  A +  P, <1

con *V*i =  o ; decom posti cioè i v etto ri 2 q e ti secondo la direzione di 
11 e la g iacitu ra  norm ale, la (9), alm eno per oc =  1, si traduce nella seguente 
condizione per q x :

(23) 9r=  (?i +  2 A A);

sì che essa vale ad esprim ere il com ponente di q norm ale a t x m edian te i'x 
e la com ponente <px di q  parallela a t x . Q uest’u ltim a, come è naturale , resta  
com pletam ente indeterm inata  finché non si impone la ulteriore condizione 
t2 =  $lt2. A  sua volta questa perm ette , da sola, in modo analogo al precedente, 
la determ inazione del com ponente di q norm ale a t2,

(23 «) 9, =  (9, *-a +  2 fa A^)

ove p2 e sono relativ i al vetto re t2 :

(22 *) £  =  » - . +  Pa <a •
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Dovendo le due equazioni sussistere contem poraneam ente, dovrà essere 
in definitiva

Qi +  <Pi t x =  Q2 +  <pa t2 .

Seguono di qui, m oltiplicando scalarm ente per ta (a =  1 , 2 ,  3), le tre 
equazioni scalari

=  =  , Qx t3 =  q 2 t3

nelle due incognite cpx e <p2. Prescindendo dalla terza, che si riconosce facil­
m ente essere conseguenza delle prim e due, si ha esplicitam ente, avuto  riguardo 
alle (23) e (23 a),

?i = . - r p r  Ofc *■ +  2 h ) ' v* , <Pa = r V r - (?..<* — 2 t 3) ■*'1.1 T" P2 1 T Pi

cioè in definitiva
(2a\ (D — 2  (d +  Pd ^3^2 *3 • yx ^   )

( I -p Pi) ( I ~p P2) • V2 t'2 • Vi

N ella decomposizione (21) restano così univocam ente determ inati, salpo 
il calcolo esplicito, i due com ponenti q l e qp m ediante i vetto ri ta e ta , cioè 
in u ltim a analisi in term ini di com ponenti di spostam ento.

In  una N o ta  successiva com pleterò la deduzione del Love della p arte  
linearizzata  delle cara tteristiche di deformazione, calcolando esplicitam ente, 
sulla base delle formule esatte sopra riportate , la p a rte  di 2° ordine nelle 
com ponenti di spostam ento, fondam entale nelle questioni di stab ilità .

R if e r im e n t i  b ib l io g r a f ic i .

[1] FERRARESE G., Sulla velocità angolare nei moti, rigidi e la rotazione locale nelle deforma­
zioni finite, «Rendiconti di M atematica », (1-2), voi. 18, p. 169.

[2] Ferrarese G., Sulla dinamica dei solidi tubolari: equazioni non linearizzate, « Ren­
diconti dei Lincei », serie V ili , voi. XXX, p. 718.

[3] Love A. E. H., A  Treatise on the mathematical theory o f elasticity, IV ed., The Univer­
sity Press, Cambridge (1952).

[4] SIGNORINI A., Meccanica razionale con elementi di statica grafica, voi. I, 2a ed. Perrella,
Roma (1952).

[5] SIGNORINI A., Trasformazioni termoelastiche finite, Memoria ia, «Ann. Matem. Pura e
Appi.», serie IV, tomo X X II (1943).


