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Fisica matematica. — S u ll1 equazione classica del moto d i una 
particella carican . N ota di V it t o r io  C a n t o n i , presentata (**} dal 
Corrisp. C . C a t t a n e o .

L ’emissione di radiazione elettrom agnetica da p arte  di una particella 
carica accelerata da una quadriforza influisce sul m oto della particella stessa. 
Come è noto, tengono conto di tale influenza, nell’am bito della re la tiv ità  r i­
s tre tta  e dell’elettrodinam ica classica, le equazioni di m oto di L orentz-D irac: 
si t r a t ta  di equazioni del te rz’ordine, le cui soluzioni dipendono quindi, oltre 
che dagli abituali dati iniziali (posizione e quadri velocità), anche dal valore 
iniziale della quadriaccelerazione; Tale circostanza com porta delle difficoltà 
d ’indole fisica relative alla determ inazione univoca della soluzione; per supe­
rarle, D irac suggerisce un  criterio che tu tta v ia  egli stesso considera poco soddi­
sfacente dal punto  di vista fisico, e che non è applicabile in pra tica nel caso 
più generale.

Cercheremo di sostitu ire questo criterio con un altro, valido senza 
restrizioni, che ci sem bra fisicam ente più accettabile.

1. E q u a zio n i d i moto  d i L o r en tz - D ira c  e  d iffic o l t à  a d  e sse  in e ­
r e n t i . -  Siano m  ed e rispettivam ente la m assa e la carica di una particella 
priva di s tru ttu ra  in terna, in m oto sotto  l’azione di un campo elettrom agne­
tico ¥ %k , (i , k =  1 , 2 , 3 , 4 ) .  Il tensore F** si suppone assegnato in funzione 
delle sole coordinate cartesiane x* , (i =  1 , 2 , 3 , 4 ;  =  et), cui si pensa
riferito lo spazio-tem po di M inkowski, (segnatura +  +  - f — ): il m oto della 
particella non ha quindi, per ipotesi, alcuna influenza sul campo descritto  
dal tensore ¥ ik. In  queste condizioni il m oto della particella è descritto, 
in priipa approssimazione, dal sistem a di equazioni differenziali (del second’or- 
dine nelle #*):.

( 0
dui e~j— =  — udx c *

(
dx ̂ \

t tem po proprio; u* =  > equazioni che non tengono conto della « rea­

zione di radiazione », cioè dell’influenza che il campo elettrom agnetico gene­
ra to  dalla particella stessa esercita sul m oto.

Se si vuol tener conto di tale reazione si è condotti, con S cho tt e D irac 
(cfr. [2], [3], [7]), al seguente sistem a (del terz’ordine nelle#*):'

(2) du* e -r̂ i 1 2 *m  -7— =  — F*̂  ut fi-------d'i c k 1 3 c3
d 2 u*
~d^~

2 e2 duk duk
3 c5 d'v dx

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo di Ricerca n. 36 del Comitato 
Nazionale per la Matematica del C.N.R. per l’anno 1963-64.

.(**) Nella seduta dell’n  aprile 1964.
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Il prim o m em bro rappresenta la variazione is tan tanea dell’im pulso-energia 
della particella. Il prim o term ine a secondo m em bro rappresenta la quadri- 
forza di Lorentz, norm ale alla quadrivelocità, dovuta al campo ¥ ik. Gli altri 
due term ini, che com plessivam ente costituiscono un vettore anch’esso nor­
male alla quadrivelocità, rappresentano il contributo del campo generato 
dalla particella stessa alla variazione is tan tan ea1 dell’im pulso-energia: più 
specificamente, il quadri ve t to re . — u* coincide, a meno del segno, 
con T im pulso-energia della radiazione emessa, e corrisponde ad una perd ita  
irreversibile di energia da parte  della particella, (non essendo mai positiva la

sua q u arta  componente); il term ine rappresenta invece uno scambio
reversibile di im pulso-energia fra la particella ed il suo campo, (reversibile 
nel senso che tu tte  le sue com ponenti possono cam biare segno in fasi diverse 
del moto).

Le soluzioni del sistem a (2) dipendono non soltanto dalla posizione x *0 e 
dalla quadrivelocità u 0 della particella in  un fissato istan te  iniziale t q , m a anche 
dal valore iniziale della sua quadriaccelerazione. T u ttav ia , come D irac fa 
notare, una scelta a rb itra ria  della quadriaccelerazione iniziale può condurre 
a soluzioni fisicam ente inaccettabili. Per rendersene conto basta  considerare 
il caso in cui, a partire  da un certo istan te  t 0, F ^  è nullo sulla linea oraria 
della particella; un semplice calcolo m ostra allora che le (2) implicano:

3 m c ^

(3) a (t) =  a0 e 2*2

' duk duk 
d'z d'z

i/2 , norm a della quadriaccelerazione; aQ a ( tq), suo valore

iniziale j •

E chiaro che le soluzioni corrispondenti ad un valore non nullo di aQ non 
sono accettabili da un  punto  di vista fisico; ad esse corrisponde in fa tti u n ’acce­
lerazióne rapidam ente ed indefinitamente crescente in modulo, nonostante la 
supposta assenza di un campo acceleratore esterno per t > tg . Sono fisica- 
m ente corrette soltanto le soluzioni corrispondenti ad aQ — o, (moti rettilinei 
uniformi).

D irac suggerisce, per superare questa difficoltà, di rinunciare ad im porre 
la condizione iniziale sulla quadriaccelerazione, per sostitu irla con una « con­
dizione finale », cioè con una scelta del valore del lim ite di per t tendente 
ad infinito. Ad esempio, nel caso particolare ora considerato, si trovano le 
soluzioni fisicamente corrette im ponendo la condizione lim =  o.

X —» OO ^
Questo procedim ento sem bra poco soddisfacente per due ragioni: in prim o 

luogo non si può supporre che il m oto sia determ inato  da una « condizione 
finale » senza violare il principio di causalità; in  secondo luogo, esclusi i casi 
in cui si sa a priori che il campo ¥ tk tende a zero sulla linea oraria per t  
tendente ad infinito, non è possibile stabilire quale sia la quadriaccelerazione 
« finale » da scegliere per la particella.
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Vogliamo qui indicare un criterio fisicamente plausibile che consente 
di scegliere, fra le infinite soluzioni del sistem a (2) corrispondenti a valori 
prefissati della posizione e della quadrivelocità iniziali, quella che presum ibil­
m ente corrisponde al m oto effettivo.

Tale criterio è basato sulla seguente considerazione di carattere  fisica- 
m ente intuitivo: a p arità  di posizione e quadrivelocità iniziali, a p a rità  di 
m assa e di campo ¥ tk (x 1 , a:2 , x 3 , x 4), si può ritenere che a particelle d i cariche 
poco diverse corrispondano (nel senso che verrà meglio precisato), linee orarie 
d i poco diverse. In particolare si può ritenere che la linea oraria di una parti- 
cella carica sia tan to  più prossim a a quella di una particella neu tra  quanto  
più piccola è la carica stessa.

2. U n c r it e r io  p e r  la  d e t e r m in a z io n e  univoca  d e l  m oto . -  A ccet­
tando la congettura fisica sopra enunciata, il problem a si può im postare in 
term ini precisi. Fissiam o una volta per tu tte  il campo Fik (x1 , x 2 , x 3 , x 4) , la 
m assa m  ed i dati iniziali x* ed u *. Posto X =  — , per ogni valore di X ilo o C r  25

sistem a (2), com pletato dalle suddette  condizioni iniziali, am m ette ancora 
infinite soluzioni, generalm ente dipendenti da X. Se potrem o determ inare 
univocamente q u a ttro  funzioni x 1 (t , X), (i == 1 , 2 , 3 , 4 ) ,  le quali:

a) siano fu n z io n i continue del parametro  X per ogni valore d i t (^> td);
b) per ogni valore di X diano una soluzione del corrispondente sistema (2):

(4) m du* ( t  , X)
dx XF i i u i  + 2 d 2 u1

3 c d'z
2 duk duk 

3 c3 d'z d'z

[té  ( t  , X) _ dxl ( t  , X)
d'v

e) per ogni valore di X soddisfino le condizioni iniziali: 

(4 ) x i ( to , X) =  x \  ; u l (tq , X) =  uìo ,

diremo phe, per ogni valore di X, le x* ( t  , X) rappresentano la soluzione 
fisicamente accettabile del sistem a (2). L a condizione a) traduce il criterio 
di scelta da noi ado tta to .

Il problem a am m ette  al più una soluzione se si richiede, come faremo in 
un prim o tempo, che le ( t  , X), oltre a soddisfare le condizioni a) b) e c), 
siano, con le loro derivate prim e seconde e terze rispetto  a t ,  e per ogni va­
lore di t  compreso in un intervallo  chiuso ( t q , t g +  h)} funzioni analitiche 
del param etro  X, e che p er t q <  t  <  t g -}- h I loro sviluppi in serie di T aylor 
riferiti al valore X =  o siano uniform em ente convergenti. In fa tti, posto 

dxi
u{ ( t  , X) == , si ha, per t q <  t  <  t q h:

x i ( t  , X) =  x l ( t )  +  X x 1 ( t )  : +  X2 x* ( t )  q------
0 1  2

ul ( t  , X) =  u{ ( t )  fi- X ul ( t )  -j- X2 ul ( t )  -f- • • •
o 1 2
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du* (t , X) 
d'z

did du{ du*

d'z +  x4 r +  X2^ r

d2 id ( t  , X) 
d  t 2

af2 <̂2 id d 2 zz*

=  ~ ^  +  x - ^ -  +  X2^ " H ;

introducendo questi sviluppi in serie nelle condizioni (4) e (4'), e m ettendo 
in evidenza le diverse potenze di X, si ottiene rispettivam ente:

(5)

(S')

d id  I didO I I
m  —3— -f- XI m  —r~d'z \  d'z

( did d 2 id  duk duk \
2 -7 o -7 0 0 . 1

3 7 - 3 ? -  + 7 5 - J T T r .  *■ ) + • ■■  = °

|  2?  (T o )  ----- ^  ( T o) 4 - - f  ( T o) 4  • • • =  O

I ^  ( T0)  —  u 0 4 " ( T o) 4  ( To) 4  • • • —  o ,

e queste uguaglianze devono valere qualunque sia X, il che im plica l’annullarsi 
dei coefficienti di ciascuna potenza di X.

L ’annullarsi in (5) e (5') dei term ini indipendenti da X conduce alle equa­
zioni differenziali del second’ordine nelle x* (t):o

did ( t )  o

ed alle corrispondenti condizioni iniziali:

(6') u ' (t„) = u0 ; x* ( t d) =  x‘o,o o

che nel complesso determ inano com pletam ente le x* (t), (nonché, naturalm ente,o
le u* (t) ecc.).

o

A nalogam ente l’annullarsi dei term ini lineari in X conduce alle equazioni 
differenziali del second’ordine nelle x* (t):1

(7)
did ( t )  

d i F ik td1o

(con secondi m em bri orm ai noti), ed alle corrispondenti condizioni iniziali 

(7') ri ( td) =  0 ; x l ( tq) - o

che n èh ’insieme determ inano com pletam ente le x* (t).

C ontinuando con questo procedim ento si ottengono successivam ente equa­
zioni differenziali del second’ordine nelle x* (t) x i (t) ecc. con condizioni
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iniziali ben determ inate. Le x* ( t  , X) sono quindi ind ividuate senza am bi­
guità, tram ite  i loro sviluppi in serie, per t q <  t  <  t q fi- h ; anzi lo sono 
anche per t ; > t 0 -{-k, potendosi orm ai calcolare, per ogni valore di X, la 
quadriaccelerazione air is tan te  t q, che com pleta i dati iniziali occorrenti per 
individuare una soluzione del sistem a (2).

A pplicando questo criterio al caso particolare già considerato (F ^  =  o  
sulla linea oraria per t  >  t q), si o ttiene subito la soluzione desiderata

Xr ( j  , X) =  «* ( t  —  To) +  X\

(moto rettilineo uniform e).

Supponiam o ora che, ferm a restando la condizione a), le a ltre  condizioni 
di regolarità che si sono richieste per le x* ( t , X) si debbano considerare troppo 
restrittive.

Possiamo ancora costruire le successioni di funzioni x* M  yOd ( t)  , x* ( t)  * • • •,0 1  2
univocam ente determ inate dalle equazioni differenziali (6), (7), ecc. con le 
corrispondenti condizioni iniziali (6'), (7'), ecc., m a ora non è de tto  che le 
serie

x* (t) +  \x* (t)  +  X2 x* (t)  -f- • • •O I '  2 x /

e quelle da esse o tten u te  per derivazione term ine a term ine rispetto  a t r i­
sultino convèrgenti.

F issato un intero positivo n, prendiam o allora in considerazione le somme 
parziali di ordine n\

S* ( t  , X) =  x* ( t )  +  \ x { ( t )  +  X2 x i ( t )  +  • • • +  \ n x 1 ( t )  ;
» o i N /  2 x - n

per il modo in cui sono s ta te  costruite, esse soddisfano esa ttam en te  le condi­
zioni iniziali d) e la condizione a); inoltre, introducendo nella (4) le S* ( t , X) al

n

posto dèlie x*. ( j  , X), la (4) stessa si riduce all’uguaglianza a zero della som m a 
di un  num ero,finito di term ini, tu tti  di ordine non inferiore a Xw+I. Se X è suffi­
cientem ente piccolo, (come presum ibilm ente accade nella m aggior p a rte  dei 
casi di interesse fisico), anche la (4), e quindi la condizione b)ì si può consi­
derare soddisfatta dalle S* ( t , X) con approssim azione tan to  migliore quanto

più grande, è n. Si può quindi ritenere che le S* ( t  , X) forniscano una descri-
n

zione approssim ata, m a con approssim azione com unque elevata, del m oto 
della particella.

In fase di porrezione di bozze sono venuto a conoscenza dei lavori diH . J. Bhabha [4] 
e di F. Rohrlicb [5].

Nel primo viene suggerito il criterio di scelta adottato in questa nota, di cui abbiamo 
mostrato la sufficienza (in aggiunta alle condizioni iniziali xzQ ed uzo) ai fini della determi­
nazione univoca del moto, e la effettiva applicabilità nel caso più generale (cioè in presenza 
di un campo esterno).

31 . — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 4 .
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Nel secondo l’equazione di Lorentz-Dirac viene sostituita con un’equazione integro- 
differenziale equivalente simultaneamente all’equazione (2) ed alla condizione imposta da 
Dirac sul comportamento dell’accelerazione per t  tendente ad infinito. Rohrlich dimostra 
che le soluzioni di questa nuova equazione si riducono, al limite per e tendente a zero, a solu­
zioni dell’equazione del moto di una particella neutra, traendone una conferma della validità 
dell’equazione proposta. In questo modo però non sembrano eliminate le difficoltà concet­
tuali che abbiamo segnalato riguardo al criterio di scelta di Dirac, e non sembrano potersi 
trattare i casi in cui, la linea oraria della particella incontra discontinuità del campo F*A

R if e r im e n t i b ib l io g r a f ic i.

[1] H. A. LORENTZ. The theory o f the electron (Leipzig 1909).
[2] G. A. Sch o tt , « Phil. Mag.», 29, 49 (1915).
[3] P. A. M. D ir a c , « Proc. Roy. Soc. » (London), A i6y, 148 (1938).
[4] H. J. Bhabha, «Phys. Rev. », 70, 759 (1946).
[5] F. R ohrlich , «Ann. Phys.», 13, 93 (1961).
[6] F. R oh rlich , «Physics today», J5, 19 (1962).
[7] La n d a u  L ifsch itz , The Classical theory of fields, Pergamon Press (1962), § 76.


