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Relatività. —• U  espace fibre de la relatività restreinte. — Nota di 
O ctav O nicescu  e Ion B ucur , presentata n  dal Socio E . B om piani.

i. Considerations sur la nécessité de la representation par un
ESPACE FIBRE. -  U ne in terp ré ta tion  géom etrique de l’univers physique, liée 
à la théorie de la relativi té restrein te, est donnée d ’une m anière très adé- 
quate, comme nous allons le voir, p a r un espace fibre E, constru it comme 
il suit.

L a fibre de cet espace est la variété à quatre  dimensions V  de E inste in - 
M inkowski, ay an t la m étrique da2 =  d  d f  —  d x2 —  dy2 —  dz2. Le groupe est 
celui de L orentz-Poincaré .

Ce groupe a la double fonction suivante:
d) il laisse invarian te  chaque fibre séparém ent et les équations des 

phénom ènes qui y sont mesurés;
b) il représente des correspondances biunivoques entre les fibres ce 

qui perm et de reconnaìtre e t de poursuivre les phénom ènes localisés dans 
les différentes fibres qui correspondent aux différents points de la base.

C ette  double fonction du groupe est susceptible de nous élibérer de cer- 
taines in terp ré ta tions peu claires des conceptes d ’observateur e t de systèm e 
de coordonnées d ’espace e t de tem ps, liées à l’observateur, attachés avec lui 
à la mème fibre, ou des relations en tre  observateurs différents qui appartien- 
n en t à des fibres différentes.

Ces considérations ne nous m ettrons plus daris l’obligation de renoncer 
aux concepts originaires in tu itifs d ’espace e t de tem ps galiléen e t new tonien 
qui sont liés à la base B de P espace fibré.

C ette  base est représentée, dans la plus grande partie  des expériences 
physiques, à toutes les échelles, à com m encer par celles nucléaires e t en ter- 
m inan t avec celles relatives aux nébuleuses extragalactiques, p a r Punivers ^  
à 4 dimensions de G alilei-N ewton, p rodu it cartésien de Tespace euclidien E 3, 
où sont localisés les phénom ènes spatiaux , e t Tespace à une dimension E j , 
où est localisé le temps: ^  =  E 3 X E u  chacun de ses espaces ay an t sa propre 
m étrique.

O r il est evident que l ’adoption de comme base de Tespace fibré doit 
satisfaire à la fois à deux exigences égalem ent obligatoires: celles de l ’expé- 
rience, b) celles des théories déja acquises.

Nòus laissons, dans la présente étude, de coté la g rav ita tion  e t ses pro- 
blèmes e t considérons seulem ent les phénom ènes électrom agnetique attachés 
à une masse ponctuelle. L a théorie respective est celle de M axwell e t elle 
impose, dans i’espace fibré que nous considérons, la fibre V, e t le groupe §>. (*)

(*) Nella seduta delibi aprile 1964.
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Il faudra alors exam iner quelles sont les espaces base B de Tespace fibré 
E, dont V  est la fibre et § le groupe, qui soient com patibles avec la structure, 
de cet espace.

Nous donnons, comme résu lta t de cette recherche, une caractérisation 
topblogique de la base B, qui est com patible avec plusieurs modèles, e t en 
prem ier lieu avec celui de Galilei-N ew ton, que nous pouvons done conserver, 
ju sq u ’à ce que des nouvelles experiences nous im posent une au tre  choix dans 
l’ensemble de ces modèles.

Nous devons distinguer, dans le cadre Tespace fibré, entre la loi du phé- 
nomène physique tou t au long de son dévèloppem ent et les transform ations 
du groupe de Lorentz, soit à T intérieur de chaque fibre séparém ent, soit dans 
la correspondance d ’une fibre à une autre. La loi suit le phénomène, dans son 
4 éveloppement à Vintérieur de la base, représente, par exemple, à Taide, des équa- 
tions de M axwell. Mais, au tou r de chaque position-m om ent, les opérations de 
vérification et de m esure appartiennen t à la fibre respective. De cette m anière, 
la phémènologie poursui vie dans Tespace-tem ps qui consti tue la base est, 
d an sT in terp ré ta tio n  de Tespace fibré ici considérée, la trace dé la succession 
des points des fibres respectives.

Le passage d ’une position-m om ent à une au tre  position-m om ent est 
réalisée, p ar la loi du  phénom ène et, en mème temps, par une transform ation 
L orentz-P oincaré en tre  les fibres succèssives.

L ’espace rep résen ta tif des phénomènes est done à 8 dimension. Sa con­
struction  est basée sur la notion de connexion infinitésimale. E n mème tem ps 
que la connexion infinitésim ale nous attachons à la fibre une forme différen- 
tielle don t les valeurs, dans Talgèbre Lie du groupe, m etten t en évidence les 
invarian ts caractéristiques de la structu re  fibrée et, en fin de compte, de la 
base qui nous intéresse spécialement. 2

2. La con stru ction  des gén érateu rs de l ’anneau ca ractéristiq u e  
DE LA BASE. -  Soit § le groupe de Lorentz du rang 4 et (E , p  , B , §) un 
espace fibré principal e t différentiable.

Cela veut dire que toutes les variétés et toutes les applications sont diffé- 
rentiables de classe suffisam m ent grande. Nous nous proposons de trouver 
les expressions différentielles des générateurs dans Tanneau caractéristique de 
B. Nous ne faisons, pour commencer, aucune hypothèse en ce qui concerne 
la dim ension de la variété. Elle pourra it ètre plus grande que 4. Les notions 
que nous utilisons pour défìnir la connexion infinitésimale de E hresm ann- 
Lichnerowicz sont les suivantes:

T z est Tespace tangen t à la variété E au point z;
L (£) est Talgèbre Lie du groupe Tapplication (x  , y )  -> [x , y \  re­

présente la fonction qui définit la s tructu re d ’algèbre Lie de L  (§); 
est Thoméomorphisme induit par Télément g  de §; 
laisse invariantes les fibres de E et il est induit par les translations 

à droite de
Vz est le sousespace de T  tangent à la fibre qui contient z.
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La famille des sousespaces est invarian te par les homéomorphismes t  . 
Chaque vecteur de V* définit un élém ent bien déterm iné dans L  (3). Si V 

est un espace vectoriel et 9 : V -> L  (3) est une application linéaire, alors [9 ,9 ]: 
V  X V - > L ( ^ )  représente la forme bilinéaire antisym m étrique définie par 
l’égalité

[<p.? ]  [£,>)] =  [<? (? ) , <p (10)].

Une connexion sur l ’espace fibre (E , p  , B , 3) est définie par la décompo- 
sition de l’espace T z , pour chaque z  6 E, sous la forme

( 0  T , =  V , ® H ,

pour laquelle les conditions suivantes doivent ètre vérifiées:
a) le sousespace H 2 dépend sous forme diiférentielle du point z \
b) la famille des sousespaces H z est invarian te  par les homéomorphismes 

les élém ents du sousespace sont horizontaux, ceux de V z sont verticaux.
La fo rm e de courbure de la connexion. U tilisan t la projection sur le sous 

espace V*, donnée par la décom position (1), il en résulte, sim ultaném ent 
avec la connexion infinitésim ale sur respace (E , p  , B , §), une forme diffé- 
rentielle sur §, ay an t ses valeurs dans l’algèbre de Lie L (§). Nous la dési- 
gnons p ar co.

Si a eT ^ , alors, par definition, co (a) est l’élém ent de L .(3) généré p ar la 
projection de oc sur V*.

La forme de courbure de cette connexion est donnée par r expression

O =  dcù -(—— [co , co] .

§ é tan t un groupe linéaire, !□ m et en évidence les com posantes Q.y (i , j  =  
=  1 » 2 » 3 » 4) qui sont des formes différentielles réelles qui . vérifient les 
relations

a , -  ° . 2 =  1 , 2 , 3 , ,  4

&»■ +  0,7 =■ o . i  J  =  i . 2 , 3 ; i - h j

0 4 , 2 =  1 , 2 , 3 .

L ’expression diiférentielle des invarian ts caractéristiques résulte du dé- 
veloppem ent cj’après les puissances de X du déterm inant

X a. a a
X 023 a

a 3 - a X 0

a a £2 34 X

Ce développem ent est donné p ar le polynome

X4 +  X*W2 +  W 4,
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où les coefficients W 2 et W 4 sont les formes définies sur B qui génèrent Tan- 
neau caractéristique:

w2 = + q:3 + — q .:4 — Q I

w3 =  W , =  o

W4 =  — (£ì i2 0 34— q13 o24 -f- a I4 0 23)2.

3. C onsiderations f in a le s . -  On peu t considérer les cochaìnes dé­
finies à l’aide des formes en in teg ran t sur les chaìnes de Tespace B. On 
ob tien t en fa it des cocycles e t par suite des élém ents bien détérm inés dans 
l’anneau de cohomologie H* (B , R). Les sous-anneaus ainsi obtenus nous don- 
nen t la m esure de la distance entre Tespace fibre considéré et Tespace fibré 
trivial.


