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N O T E  P R E S E N T A T E  DA SOCI

Analisi matematica. —■ Teoremi d i esistenza, d i unicità e d i valu­
tazione delle soluzioni di alcuni problemi a l contorno concernenti equa­
zioni integro-differenziali con operatori esterni d i tipo parabolico. 
N ota di D e m e tr io  M a n g e r o n  e L. E. K r iv o s e in  p re s e n ta ta 0  
dal Socio M. P ic o n e .

1. In  una serie delle loro N ote lincee gli A utori, pu r additando  ad una 
vasta serie di applicazioni nei dom ini a ttu a li della fisica ed alta  tecnica, hanno 
stud iato  da vari pun ti di v ista i problem i al contorno concernenti le equazioni 
integro-differenziali, lineari o no, con operatore esterno iperbolico o pluri- 
iperbolico [1]—[3].

Nella presente N ota gli A utori, riprom ettendosi di rito rnare sull’argo- 
m ento tram ite  previa traduzione dei problem i stud ia ti in quelli del calcolo 
delle variazioni, ove i risu lta ti del tu tto  recenti dovuti a ll’Illustre Accademico 
linceo M auro Picone, concernenti criteri sufficienti in generali problemi di 
calcolo delle variazioni riguardan ti in tegrali pluridim ensionali d ’ordine qual­
sivoglia nel vettore m inim ante a più com ponenti [4], offrono una messe di 
risu ltati di am piezza sin ’ora del tu tto  im prevedibile [5], espongono alcuni 
risu lta ti sp e ttan ti a ll’esistenza, l ’un icità e valutazione delle soluzioni dei p ro­
blemi al contorno relativi alle equazioni integro-differenziali lineari o no, con 
operatori esterni di tipo parabolico, d ’im portanza vieppiù crescente nei vari 
problem i di trasporto  [6], di filtrazione e diffusione [7]-[8] ed altri ancora. 
J  risu lta ti algoritm ici e le dim ostrazioni rispettive saranno esposte in un 
lavoro da inserirsi nel «B ollettino  dell’Is titu to  politecnico di Iasi » [9].

2. Si consideri il problem a al contorno

(1) u (x , Ó) =  cpi (x),

(2) u (o , t) =  <p2 (t) , u (a , t) =  <p3 (t),

(3) P [« (* , 0 ] -  2  A,- (x , t ) 2T i ^ £ L  = f { x  , t)
z ' = o  OA/

t

o

ove 9! (x) , Ai, (x , t) , K z- (x , t , t )  (i =  1 , 2) , f  (x , t) sono funzioni date con­
tinue, (t) (i =  2 , 3) sono funzioni note regolari per tu tti  (x , t) , (x  , t)

(*) Nella seduta dell’n  aprile 1964.
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e D =  [o , a] X [o , T], m entre l’operatore esteriore che comparisce nell’equa­
zione integro differenziale (3) è di tipo parabolico, cioè

-o r / .\-1 d u ( x , t ) d2u ( x , t )P [ u ( x  , t)] =    •

Tenendo conto del fa tto  che, in seguito della trasform azione

(4) u ( x , t )  =  v (x , t )  +  —<p3(0 +  -^“ <P3 (*) ,

il sistem a (1)—(3) risu lta  equivalente al sistem a

(5) V (x , o) =  9o (x) ,

(6) v (o , f) =  o , v (a , t) — o ,

(7) P [V (x  , t)\ -  2  A, (x  F  (* , t)
t — o

t

J i—Oo

essendovi F  (x , f) una funzione continua nota, e avendo in vista l’equazione

t a

(8) w  (x  , t) =  O (x , t) +  J j  N (x , £ , t , a) w  (£ , a) di; d a ,
00

a cui si perviene tram ite  l’applicazione al sistem a (5)—(7) della trasform azione

t

(9) v (x , f) =  l w  (x , t) dx,

e che diventa successivamente

(io) v ( x , t )  =  +  j  f G (x —  | F (£, oc)— Ao (£ , c£) jw(x,  a)
OO o

a |

—  A, (£ , a) ze/ (£ , a) +  j" K 0 (E,, a , t ) (E,, t) d£
O O

+  Kj (£ , a , t) ze/ (£ , t) dT | d£ da =  T  , t)

dx

+  / / M (# , 5 , t , a) a; , a) d i  d a ,
o o
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ove Y  (x , t) , (x , t), M (x , % , t , oc) sono funzioni note due volte continua- 
m ente derivabili per rapporto  alla variabile x  e una volta continuam ente 
derivabili rispetto  alla variabile t  per tu tti  (x , t) , ( f  , oc) e D (l), m entre

( l i )
00 r/ * izix . 7t z £s in ----- s i n -----a a

risulta, poiché il nucleo N ( # , £ . , £ ,  oc) non possiede au to  valori per valori 
finiti della variabile t  [io], il seguente

T eorem a i . -  Se le fu n z io n i A { (x  , t) , ■ (x  , t , t) (i =  o , 1), F (# , /),
cp0 (x) sono continue nel dominio (x  , /), (x , r) e D, i l  problema (fi)-(fi) possiede 
nella classe d i fu n z io n i  C2I, per tu tti o <  x  <L a > o <  t  > una soluzione 
unica data mediante

t  a

(12) v (x  , t) =  T  (x  , t) +  J J m  (x  , l  , t , a) co (£ , t) à i  d a ,
o o

ove
t  a

(13) w  (x  , t) =  0  (x  , t) +  J j  R  ( x ,  Z , t ,  a , 1) O (£ , a) d£ da  =  co (x  , t)

e R ( x  t , a. y ì) è i l  nucleo risolvente del nucleo N (x  , \  , t , a).

3. Il m etodo indicato cui sopra perm ette  la riduzione del problem a

(14) v x (x  , o) =  9o i (x) ; Vz (o , t) =  o ; v x (a , /) =  o ,

(15) p [vt (x , *)] -  2  B,: (* , /) =  ^  (* > t)

+

t
I

2  R « (* > * >
3* 27i (# , T)

dx* dT

al sistem a di equazioni integrali
t  a

(16) v x (x  , t ) =  ' ¥ I (x , t )  +  I ' J m i (x , % , t , oì)w1 (£ , a) d£ da,
00

fa

(17) w z (x  , t) — O, (x  , t) +  J J n i (x  , % , t , a ) w I (£ , a) d£ d a ,
OO

ove Y x (x  , t) , <!>! (a; , t) , M x (# , £ , /  , a) , N x (x , £ ,  ̂ , a) sono funzioni note, 
m entre . v t (# , t) e zê  (# , /) sono le funzioni incognite.

Definizione. -  D iremo che la soluzione del problem a (S)-(7) è stàbile 
rispetto  a piccole perturbazioni delle funzioni note figuranti nelle (5)-(7),

(1) Tali funzioni si diranno di classe C21 .
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se per ogni £ >  o può essere indicato un 8 >  o tale, che l’ineguaglianza 
\ v ( x , f j  —  v x (x , / ) ! < £  risu lta  dalle ineguaglianze

i ! W (x , t )  -  Y , .(x , t )  | <  8 , | <5 (x , t) — <£, (* , /) | <  S,

(18) \ M ( x  , l , t  , * ) —  M , a) | < & ,

I | N (x , £ , t , a) — N, (x , E, , /  , a) | <  8,

valide per tu tti  (x , t) , (£ , a) eD .
H a luogo il seguente
TEOREMA 2. -  Condizione sufficiente affinchè la soluzione del problema 

(5)~(7) s â stabile rispetto alle piccole perturbazioni delle funzion i note figu ­
ranti nelle (5), (7) consta nella validità delle ineguaglianze

(19) m ax | Y  (x , t) — T ,  (x , t) | <  e : 3 ,
D

t a

(2°) m ax ^ ^ | M (x , E, , / , a) | d£ da- p- <  e : 3 ,
o o

t a

(21) m a x i / 1 M (x , % , t , oc) — M x (# , E, , t , a) | d£ da <  e : [3 m ax Iw z (x , t)  11,
D J J  D00

ove

(22) m ax | w  (x , t) — w x (x , t) | <  p , (x , t) e D.

4. Nel caso in cui si consideri, in corrispondenza adequazione in teg ro - 
differenziale parabolica non lineare

(23) P [v (x , fj\ —  A , (x , t) —f f i  =  F [x , t , v (x , t)]

t

+  / | K 2 (x , t , t )  CV' T) ■ +  K 3 [x , t  , v (x , t)] b ( t , t )  I dT ,
o

il problem a al contorno (5), (6), l’applicazione dei procedim enti di cui sopra 
conduce all’equazione integrale

t a

(24) V (x , t) =  Y 4 (x , t) +  j f  K4 [x , E, , t , a. , v (E, , oc)]'dE doc
OO

e quindi, non appena è soddisfatta l’ineguaglianza
t a

(25) l  =  1 —  m ax j j  y (x , ì; , t , a) d£ da >  o ,
00

che ne assicura la validità dell’oram ai classico principio di Banach si può 
enunciare il seguente:
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TEOREMA 3 . -  Se la funzione  K 4 [x , E, , / , a , v (E, , a)] £ continua nel 
dominio  D x =  {D , ^  <C | z/1 ra2} rispetto a tu tti i  suoi argomenti, mentre 
rispetto alVargomento v soddisfa la condizione d i L ipschitz con coefficiente 
y (T , ^ , t , a), z7 problema (5), (6), (23) possiede una soluzione unica apparte­
nente alla classe C2I non appena sia soddisfatta Vineguaglianza (25).

5. -  R inunciando di esporre costì i risu lta ti concernenti problem i di 
stab ilità  sp e ttan ti al sistem a integro-differenziale parabolico non lineare 
(5), (6), (23), enuncierem o in relazione al problem a della valutazione quali­
ta tiv a  delle soluzioni dei problem i di cui sopra il seguente

TEOREMA 4. — Se le fu n z io n i note che figurano nelle (5), (7) sono definite e 
continue per tu tti %e [ o , a ] , / ,  t 6 [ o , T ] , mentre la funzione regolare e non negativa

(26) ? 00 j
o

O (x  , t) dx 9 (t) >> o • 9 '  (t) >  o,

è monotona non decrescente per tu tti t e  [o ,T], nel dominio  D ha luogo la valu­
tazione

t

(27) | w (x  , i) I <7 | Y  (oc , /) | +  j  g (x  , t , oc) [9s (a) : 9 (o)] exp n  (a) da,
o

ove si è posto

w\ (f) =  / | w  (x  , t) | dx  , p  (x  , a) >  | N (x  , E, , t , a) | ,

(28)
X (x  , t) =  I p . (x  , a) da , a (x  , /  , a) 7> | M (x  , E, , t , a ) | ,

o

n  (oc) >  K (5 , oc) , ( r , / ) , ( ^ a ) e D .

6. Nella N ota  [12] saranno esposte, parallelam ente alla deduzione più 
d e ttag lia ta  delle valutazioni aprioriche di forma (27), un certo num ero di 
valutazioni aposterioriche, m entre nella [9] si discuterà, in collegamento 
col sistem a di equazioni sp e ttan ti alla teoria m atem atica della diffusione [8]

Au =  h (x  , t , u  > w) ,

dw ' ' , ' , v.-Jg = g \X >t, u , w) , 
ove A è un operatore parabolico quasilineare

(30) a « =. 2 du
dx

\  92 «  I -£ (  + d u \ C U

il problem a di esistenza, unicità e valutazione relativo adequazione in teg ro - 
differenziale non lineare equivalente al sistem a (29) e ad alcune condizioni 
iniziali e di frontiera.
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