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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — 7coremi di esistenza, di unicito ¢ di valu-
lazione delle soluzioni di alcuni problemi al contorno concernenti equa-
zioni  integro—differenziali con operatori esterni di tipo parabolico.
Nota di DemeTrRIO MANGERON e L. E. KrIVOSEIN presentata @
dal Socio M. Pricone.

I. In una serie delle loro Note lincee gli Autori, pur additando ad una
vasta serie di applicazioni nei domini attuali della fisica ed alta tecnica, hanno
studiato da vari punti di vista i problemi al contorno concernenti le equazioni
integro—differenziali, lineari o no, con operatore esterno iperbolico o pluri-
iperbolico [1]-3].

Nella presente Nota gli Autori, ripromettendosi di ritornare sull’argo-
mento tramite previa traduzione dei problemi studiati in quelli del calcolo
delle variazioni, ove i risultati del tutto recenti dovuti all’Illustre Accademico
linceo Mauro Picone, concernenti criteri sufficienti in generali problemi di
calcolo delle variazioni riguardanti integrali pluridimensionali d’ordine qual-
sivoglia nel vettore minimante a pill componenti [4], offrono una messe di
risultati di ampiezza sin’ora del tutto imprevedibile [5], espongono alcuni
risultati spettanti all’esistenza, I'unicitd e valutazione delle soluzioni dei pro-
blemi al contorno relativi alle equazioni integro—differenziali lineari o no, con
operatori esterni di tipo parabolico, d’importanza vieppili crescente nei vari
problemi di trasporto [6], di filtrazione e diffusione [7]-[8] ed altri ancora.
I risultati algoritmici e le dimostrazioni rispettive saranno esposte in un
lavoro da inserirsi nel « Bollettino dell’Istituto politecnico di Iasi» [9].

2. Si consideri il problema al contorno

(1) u(x,0) = . (x),
<2) 2 (0 s t) = P= <Z> ’ u <“ ) t) = P3 (t)’
3) P [u(x , £)] — EA (r, HEEED — p )

z

T EK @, 4,7 0 g

0

ove 9. (%) , A, (x,8) ,K;(x,2,7) G=1,2), f(x,?#) sono funzioni date con-
tinue, ¢, () ( =2,3) sono funzioni note regolari per tutti (x,?),(x, 1)

(*) Nella seduta dell’11 aprile 1964.
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€D = [0, a] X [0, T], mentre 'operatore esteriore che comparisce nell’equa-
zione integro differenziale (3) ¢ di tipo parabolico, cioe

ou(x,2) % u(x,t)
ot _—_ ox?

Plu(x,?)] =

Tenendo conto del fatto che, in seguito della trasformazione

@ u(x,)=v(x, 6+ =, OF
il sistema (1)—(3) risulta equivalente al sistema

(5) U<xr0)=<90<x)r

©6) v(O,)=0 , v(a,t)=o0,

@) PG, Ol — ZA G, ) R0 = F 0

4

+ EK(x z T)ay(x © dr,

o

essendovi F (x , #) una funzione continua nota, e avendo in vista I’equazione
!a

®) w(x,t)=€I)(x,z‘)-l—f/N(x,E,t,oc)w(&,oc)dEdoc,

a cui si perviene tramite I’applicazione al sistema (5)—(7) della trasformazione

©) ﬂ(x,t)=fw(x,t)dx,

e che diventa successivamente

ta |3
(10) v x,t)=¢(x,z‘)—l«/[(}(x,£,t——oc) F(E,OC)—AO(E,oc)fw(x,oc) du

—.A1<a,a>w<a,a>+ﬂKo<a,«,r>fgw<a,r> dz

-|-K1(E,oc,'r)w(ﬁ,'r)]d'r dEda:‘I’(x,t>

+/7M(x,a,z,a)w(a,oc)didoc,
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ove W (x,#),Y (x,8,M (x,£,#,a) sono funzioni note due volte continua-
mente derivabili per rapporto alla variabile x e una volta continuamente
derivabili rispetto alla variabile # per tutti (x,#), (£, «) €D ©, mentre

(o]

(11) G(x,g,z,a)E%Eexp[(i;‘_)’(a__z)] sin"Tixsin%E,

1=1

risulta, poiché il nucleo N (x, &,#,a) non possiede autovalori per valori
finiti della variabile # [10], il seguente

TEOREMA 1. — Se le funzioni A; (x,£),K, (x,¢2,t)G=0,1),F(x,?),
@, (x) sono continue nel dominio (x 1), (x,v)€D, il problema (5)~(7) possiede
nella classe di funzioni C,,, per tutti 0o <x < a,0<t<T, una soluzione
unica data mediante

(12) v(x,t):‘P'(x,t)—l—f/M(x,E,t,oc)(o(i,t)d&doc,

ove

(19w, =06 0+ [[RE 200, )0E 0 dzde =06,

e R(x,&,¢,a,1) ¢ il nucleo risolvente del nucleo N (x , & ,¢, ).

3. Il metodo indicato cui sopra permette la riduzione del problema

(14) 2, (¥,0)=%.(x) ; v.(0,)=0 ; v,(a,t)=o0,
(15) Plo. (v, 0] — 3B, (x, ) 50~ F(x, )

¢

+ ER;(x,f,"E‘)%i%S:—.’QdT

o

al sistema di equazioni integrali

(16) vl(x,t)zllj’,(x,t)—l—/fM,(x,ﬁ,t,a)wl(E,a) d§ de,

(17) w&x,z‘):@,(x,t)—l—ffN,(x,E,z‘,oc)w,(i,/oc)didoc,

ove W, (x,8),®, (x,) , M: (x,€,¢,0),N,(x,%,¢,a) sono funzioni note,
mentre v, (x,?) e w,(x,#) sono le funzioni incognite.

Definizigne. — Diremo che la soluzione del problema (5)—(7) & stabile
rispetto a piccole perturbazioni delle funzioni note figuranti nelle (5)~(7),

(1) Tali funzioni si diranno di classe Cez .
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se per ogni e >0 puo essere indicato un 3 > o tale, che lineguaglianza
|v(x,8) —uw, (x,£)| < e risulta dalle ineguaglianze

Y@ )=V, <d , O, H—B, (x,8)] <3,
(18) M@, E,2,0) —M, (x,E,¢,0)| <3,
L ,N(xyayl‘;OO—Nl(x)Eytya)‘<8;
valide per tutti (x,¢), (¢, «)€D.
Ha luogo il seguente
TEOREMA 2. — Condizione sufficiente affinché la soluzione del problema

(5)~(7) sia stabile rispetto alle piccole perturbazioni delle funzioni note figu-
ranti nelle (5), (7) consta nella validita delle ineguagliansze

(19) max |V (x,5) —YV, (x,0) | <e:3,
D

(20) mgx/Q[\M(x,E,l‘,oc)\dﬁdot-p<e:3,

o o

ta

(21) mgx/ M (e, 8, ¢,0) =M. G, 8,2, )| d2 do < o33 max|w, (+, )],

o O

ove

(22) max
D

wx,t)—w, (x,0)|<e, (x,2) €D.

4. Nel caso in cui si consideri, in corrispondenza all’equazione integro—
differenziale parabolica non lineare

(23) Plo@,s] —A ()5 — Rl t,0(x, )]
K2, ) ZED L K50, 9] 8,9 | dr

o

il problema al contorno (3), (6), 'applicazione dei procedimenti di cui sopra
conduce all’equazione integrale

ta
(24) v(ix,5)y=",(x,% +//K4[x, E,¢,0,v(, 0)]dE da
e quindi, non appena ¢ soddisfatta l'ineguaglianza
‘ ta
(23) Z:Iﬁmax[/y(x,E,f,oc)didoc>0,
b .

che ne assicura la validitd dell’oramai classico principio di Banach si pud
enunciare il seguente:
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TEOREMA 3. — Se la funzione K,[x,E,¢,0,v (&, )] & continua nel
dominio D; = {D ,m, < |v| < m.,} rispetto a tutti i suoi argomenti, mentre
rispetto all’argomento v soddisfa la condizione di Lipschitz con coefficiente
y(x,8,¢t, ), i problema (5), (6), (23) possiede una soluzione unica apparte-
nente alla classe C,. non appena sia soddisfatta I'incguaglianza (23).

5. — Rinunciando di esporre costi i risultati concernenti problemi di
stabilita spettanti al sistema integro—differenziale parabolico non lineare
(5), (6), (23), enuncieremo in relazione al problema della valutazione quali-
tativa delle soluzioni dei problemi di cui sopra il seguente

TEOREMA 4. — Se le funzioni note che figurano nelle (%), (7) sono definite ¢
continue per tutti x€[o,al,t,t€[0,T], mentre la funzione regolare e non negativa

a

(26) o () 2*/@@,;‘) dx

o

, e@ >0 , ¢ @ =o,

¢ monotona non decrescente per tutti t € [0,T], nel dominio D ha luogo la valu-

tazione
£

CD e D <|F @A+ [0t 0l @ e ©) expr (o) do,

ove st ¢ posto

/
{
|

w(;)zﬁw@,mdx L )= IN@,E, 2,9,

(o8) ,
C(x,t):[p(x,oc)doc y o(x,t,0) > M@x,8,¢,q0)],

) w) >C(¢E, 0 , (x,),E,0)€eD.

6. Nella Nota [12] saranno esposte, parallelamente alla deduzione piu
dettagliata delle valutazioni aprioriche di forma (27), un certo numero di
valutazioni aposterioriche; mentre nella [9] si discuterd, in collegamento
col sistema di equazioni spettanti alla teoria matematica della diffusione [8]

Auw=h(x,t,u,w),

29
( > %=g<xyty%’w>:

ove A & un operatore parabolico quasilineare

du 0% u Qu Qu
Ay = s it B SHN
(3O> i 2 a’fx’f’%’Qx Qx,ﬂxj—'—fx’t’%’axk or ’
il problema di esistenza, unicitd e valutazione relativo all’equazione integro—
differenziale non lineare equivalente al sistema (29) e ad alcune condizioni
iniziali e di frontiera.
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