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Idrodinamica. — Le doppie schiere generalizzate di vortici. Nota 
di G i a n n a n t o n i o  P e z z o l i , p resen ta ta0  dal Corrisp. G . S u p i n o .

Nel 1940 M aue [1] e successivam ente Dolaptschieff [2], studiando alcune 
questioni connesse alla scia vorticosa di K àrm àn, introdussero nuovi tipi 
di doppie schiere di vortici : le così d e tte  « configurazioni a due param etri » ; 
tu ttociò  sem pre restando nello schema classico di m oto piano irrotazionale 
di fluido perfetto  illim itato.

L a fig. 1 m ostra chiaram ente che cosa si intende con questa locuzione : 
si t r a t ta  di due file parallele di vortici di uguale in tensità  e di segno contrario  
aventi lo stesso passo / ;  accanto al param etro  k =  h\l, qui si ha in più 
il param etro  pi =  d \l  che nella schiera di K àrm àn vale 1/2.

z  =  x  + t y

O  I----------c
h

O  I o
Z '  '

- -- -- -- -- -• ------- L .

1——  l  — -4

K  = — -
* - T

Fig. 1.

Gli A utori c ita ti studiarono la stab ilità  di schiere siffatte, giungendo a 
trovarne la condizione

(1) sin 7upi =  sh TUyé

che, contrariam ente a quanto  ritenu to  inizialm ente, è so ltan to  necessaria 
m a non sufficiente.

Dom m  [3] riprese il problem a per dim ostrare che la condizione di M aue 
determ inava le configurazioni delle doppie schiere che erano stabili per per
turbazioni dèi prim o ordine m a instabili per perturbazioni del secondo ordine, 
essendo invece sem pre instabili al prim o ordine le configurazioni non soddi-

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
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sfacenti alla [1] ; come caso particolare, p =  1/2, si o tteneva la no ta  condi
zione per la schiera di K àrm àn.

Nella N ota presente ci proponiam o di m ostrare assai sem plicem ente che 
queste conclusioni non sono corrette e che le doppie schiere generalizzate 
sono sempre e to talm ente instabili per qualunque perturbazione possibile.

M ostrerem o ciò sem pre nell’am bito dello schema di m oto irrotazionale 
piano di fluido perfetto , incom prim ibile, illim itato.

Il potenziale complesso, o ttenu to  som m ando i potenziali relativi alle 
due file di vortici, è :

(2 ) / ( * )  = — In

71 ..sm —  (z — z0)

■ tu ■ ■ sm —  {z— zo)

dove T è l ’in tensità  di un singolo vortice, e z '0 =  zQ —  d  —  ih. — z 0 —  p / —: ikl, 
essendosi posto p =  d jl  e k  =  hjl.

Prim a di effettuare la verifica di stabilità, calcoliamo la velocità di tra 
slazione della schiera vorticosa rispetto al fluido, vale a dire, la velocità in
d o tta  da tu tti  i vortici su uno solo, ad esempio, quello posto in zc ; dalla (2) 
si ottiene :

(3) (u —  iv)'=„o = lim
r zQ

r
2  TU i

TU ,  TU ,  \  TU 7 U x  , x

T  cot£ T  —  T  cotg y  (^— ^0)
1

z —Zo

e di conseguenza

r
(4) UQ —  iv0 =  —  —  cotg ^  (z0 —  Zo) .

R icordando ora che z '0 =  za —  \xl—  ikl, separando le p a rti reali e i coef- 
fiden ti dell’im m aginario, si ha :

OD
r  cotgh Ttk (1 4- COtg2 7U(J.) 
2 l  cotgh2 izk -f  cotg2 TU(i,

r cotg TUpL (1 -- cotgh2 Tlk)
2 l  cotgh2 Tlk +  cotg2 TUpl

Se vogliamo ora che sla soddisfatta la (1), che si t ra tt i  cioè, secondo 
Domm, di schiera a in stab ilità  differita, dovrà essere ovviam ente :

(6)

[   r  V1 +  sin2 Tufi.
1 — 7 ;' 4 / sm tu[x

I V a — —  —  cotg Ttp.

Si vede da queste formule che la schiera di K àrm àn (p =  1/2) è l ’unica 
a v e n te ; velocità di traslazione d ire tta  secondo l’asse delle x, con la stessa 
direzione quindi dell’allineam ento dei vortici ; risu lta  anche che questa  schiera 
è quella avente m inim a velocità di traslazione (che al variare di jx da 1 /2 
a o tende all’infinito), e, come conseguenza della (1) è la schiera avente 
m aggior rapporto  h \l  =  0,280 . . .
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T u tto  ciò consegue dalia teoria di Domm ; potrem m o anche aggiungere 
che la schiera di K àrm àn è anche Tunica, a quanto  ci consta, a essere s ta ta  
osservata. Anche lo scrivente ha condotto una serie di esperienze nell’Is titu to  
di Idraulica della Facoltà di Ingegneria dell’U niversità di Bologna, esam i
nando il com portam ento di ostacoli cilindrici con sezione dissim etrica in 
vario modo rispetto  all’asse della corrente, posti norm alm ente al fondo in 
un canale liscio della larghezza di un m etro. Il d iam etro medio degli ostacoli 
era di ^  3 cm ; essi erano investiti da una corrente uniform e regolarizzata 
a m onte, a 4 m  di distanza, da griglie e re ti m etalliche. L a riflessione di 
una sorgente lum inosa estesa perm ettava  di seguire chiaram ente le tracce dei 
vortici sulla superficie libera della corrente ; non si è mai riusciti ad osservare 
schiere in altre  configurazioni del tipo (1) al di fuori di quella di K àrm àn 
quando si sperim entava con cilindri circolari.

Passiam o ora alla verifica di s tab ilità ; se la condizione di M aue (1) è 
anche sufficiente, o ltre che necessaria, per garan tire  la s tab ilità  delTequili- 
brio al i° ordine, ripetendo un procedim ento già usato  nellà verifica della 
s tab ilità  delle schiere di K àrm àn, vincolando m aggiorm ente il sistem a, questo, 
per il teorem a di Lord Rayleigh sui sistemi con vincoli aggiunti, dovrà essere 
stabile a m aggior ragione purché valga la (1).

Essendo risp e tta te  le condizioni per l ’applicabilità del teorem a di Lord 
Rayleigh, costruiam o una doppia schiera generalizzata con assegnati valori 
di (ji e k ì e vincoliamo tu tti  i vortici a restare immobili, tranne uno ; ad 
esempio quello posto in z0. .

D alla (3), calcoliamo la variazione di velocità in d o tta  del vortice posto 
in z Q, dando a questo uno spostam ento infinitesimo KQ — 5o zy)0 ; no ta  
la form ula

00
(7) cot& * =  L  + -S  +  Tqbsr)

si ricava Balla (3) con semplici passaggi, il valore di -----i , variazione

di m0 —  ivo per un increm ento Co infinitesim o del prim o ordine rispetto  a z Q. 
Si ha :

(8)
dio
d t d t

r s ,
~TC7 /è2 /2 +

r 7t C o
2 i l 2 sin2 —  (z0 —  Z o )

M a ricordando il valore di z'Qì di , di [x e di k ì e no ta  la somma,

00 n2

6

risu lta  ancora :

dio  • dr\0 ____ ìtzY
dt 1 dt

1
sin2 tv (|x +  ih)(9) 2 1’

1
($0 +  A]o)-
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In  conseguenza di ciò, uguagliando le p arti reali e i coefficienti dell’im- 
m aginario, o tteniam o :

( io )

dove è

0 0

ì
f s i n 2 7U(Jl eh2 iz k ----  COS2 7T[A sh2 Tzk
\ ^ (eh2 nk — cos2 7TfJt)2

j n I s i n  2  7T£A s h  2  izk
' ^  2  ( e h 2 izk ------C 0S 2 .TU[JL)2

Dovendosi però la schiera trovare in una configurazione re tta  dalla (i), 
le ( n )  si ridurranno, per sostituzione di sh izk con sin 7C[x, alla form a:

1
2

f i — sin4 Tipi 
2  sin2 TT[A

Nel piano \ Q , i\Q possiamo allora studiare il punto  singolare nell’origine, 
posizione di equilibrio, relativo alle soluzioni dell’equazione :

/ \ dr\0   Ĉ o +  Diqo
'  ÒJ- dio ”  Alo+ Brtò

o tten u ta  facendo il rapporto  delle (io).
Nella (13), i coefficienti A, B ,G, D, scritti secondo l’uso corrente, valgono :

I A f i — sin4
2  S Ì n 2 7T[X

1 

1
~6~
f  1 — sin4 tu[x 

2 sin2 TUJJL

L ’equazione cara tte ris tica  della (13) ha il d iscrim inante

( i S ) A =  (A —  D )2 +  4 BC I ---sin4 7T|X
sin4 7T(JL +

I
9

che è sem pre positivo per ogni valore di p. positivo (ai nostri scopi è sufficiente 
sia A >  o per o <T [x <V 1/2, i valori negativi di [jl non hanno evidentem ente 
senso).

Il term ine AD —  BC è invece sempre negativo per i valori corrispondenti
di [ji :

AD —  BC = 1 — sin4 7r[x 
4 sin4 TU [A 36

ciò che ci assicura dell’esistenza del punto  singolare nell’origine che risulta, 
per quanto  detto , un colle.
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L ’analisi ora fa tta , con le equazioni linearizzate, nel campo cioè del i° 
ordine, ci ha consentito di stabilire che la posizione di equilibrio per un vor
tice, nella configurazione assegnata, è di equilibrio instabile. Essendo quindi 
instabile in una determ inata  situazione, il sistem a non p o trà  divenire stabile 
con la soppressione di vincoli ; e questo per il già cita to  teorem a di Lord 
Rayleigh.

E inutile estendere la ricerca ai term ini di 2° ordine perché un noto 
teorem a di L iapounoff assicura che se nell’equazione linearizzata è AD — 
— BC r.-|= o e A, B, C, D non tu t t i  nulli, la risposta all’analisi è co rre tta  
anche con l’equazione non lineare, e la singolarità è del medesimo tipo.

Con questo è d im ostrato  che qualunque possibile doppia schiera di vor
tici, rispondente alle condizioni (1) di M aue, è to talm ente instabile per qual
siasi perturbazione ; resta  solo da spiegare il fa tto , già segnalato in prece
denza, che di tu tte  queste possibili schiere, l’unica a realizzarsi effettivam ente 
è quella di K àrm àn [4].

A questo scopo occorre tener presente che d e tta  schiera, posto [ 1 = 1 / 2  
nelle (6), risu lta  avere la m inim a velocità di traslazione possibile ; a ciò 
Corrisponde, in questa situazione, anche un minimo per la energia cinetica 
del sistem a.

Ne risu lta  di conseguenza che è anche m inim a, per la schiera di K àrm àn, 
la resistenza in co n tra ta  dal corpo che m uovendosi produce i vortici, essendo 
m inim o il lavoro delle forze che generano i vortici stessi.

E  allora da ritenersi che una qualsiasi delle altre  configurazioni soddi
sfacenti alla (1) non possa verificarsi perché causerebbe un aum ento della 
resistenza. T u ttav ia , poiché l’unico modo per provocare sperim entalm ente 
schiere diverse da quella di K àrm àn consiste nell’usare corpi dissim m etrici, 
dato  che la m ancanza di sim m etria toglie al distacco dei vortici quei c a ra t
teri di regolarità che consentono il form arsi della scia di K àrm àn, l’ordine 
dei vortici, come si è osservato nelle esperienze eseguite, si disgrega dando 
luogo ad una scia irregolare, con un m odestissimo aum ento di resistenza 
risp e tto  a quella d a ta  dalla scia di K àrm àn.

In  conclusione non si verifica più alcuna schiera regolare : né quella 
di K àrm àn per la dissim m etria del corpo, né quelle di M aue per l’im possi
bilità di far crescere la resistenza fino all’infinito per ostacoli sufficiente
m ente dissim m etrici.
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