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Meccanica. — Sulle deformazioni finite di una volta: caso tri
dimensionale. Not#. I di G iorgio F err ar ese , presentata r) dal Socio 
G . K rall .

In  un recente lavoro (cfr. [3]) sono pervenuto ad alcuni semplici risu lta ti 
esatti sulle deform azioni delle p iastre  nell’am bito della teoria trid im ensio
nale. T ra  l ’altro  ho riconosciuto che le caratteristiche non linearizzate di 
deform azione sono espresse da polinomi di 2° grado nella d istanza dalla super
ficie m ediana e che, a m oltiplicare le successive potenze, figurano proprio i 
coefficienti della p r im a , seconda e terza fo rm a  quadratica fondam entale della 
superpice mediana deformata.

R im aneva però la restrizione che, nella configurazione di riferim ento, 
la superficie m ediana della p iastra  fosse piana. A ffrancandom i d a  tale ipotesi, 
quindi considerando una generica volta , anziché una p iastra  piana, riprendo 
in esame, in questa N ota I, lo stesso tipo di spostam ento, al fine di determ i
nare le cara tteristiche di deform azione complete. L ’analisi tridim ensionale 
m ette  in evidenza come esse, e insieme il coefficiente di dilatazione cubica, 
risultino ora dal quoziente di polinomi di 20 grado nella d istanza dalla super
ficie m ediana; al tem po stesso suggerisce, per il caso di uno schem a bidim en
sionale, delle cara tteris tiche di deform azione diverse da quelle -  generalm ente 
in uso -  in tro d o tte  dal Lóve (cfr. [6] cap. X X IV ). I legami tra  i due tip i di 
cara tteristiche di deform azione vengono successivam ente esplicitati, dopo 
una breve rielaborazione della teoria del Love, in una N o ta  IL  In  ogni caso 
va rilevato  fin d ’ora che le cara tteristiche di deform azione suggerite dalla 
teoria tridim ensionale godono di una essenziale p roprie tà  di invarianza, per 
altro  non posseduta da quelle del Love; sì che a mio avviso sem bra alquanto  
discutibile una espressione in uso del potenziale elastico flessionale di una 
volta che di queste si vale.

In  una N ota  II I  vengono esplicitate le cara tteristiche di deform azione 
fino alla p a rte  di 20 ordine delle com ponenti di spostam ento  del punto  gene
rico della superficie m ediana, utilizzando formule esatte precedentem ente 
stabilite .

1. Premesse. -  Siano: C e C' due configurazioni di un  sistem a continuo 
tridim ensionale; % == O c x c 2 c3 una terna cartesiana di riferim ento prefissata; 
P == (_ya) e P ' — ( fa )  (a .= 1 , 2 , 3 ) ,  due p u n ti corrispondenti nello sposta
m ento C ->0' ; (xa) delle coordinate curvilinee di P, anche non ortogonali.

Suppongo che in C il sistem a si presenti come una volta di superficie 
m ediana 2 , am m ettendo che nello spostam ento considerato: (*)

(*) Nella seduta del 14 marzo 1964.
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a) la famiglia delle superfìcie trasfo rm ate di quelle parallele a E 
am m etta  per tra ie tto rie  ortogonali le linee corrispondenti alle re tte  n di C 
norm ali a E;

b) per ogni P sia nullo l’allungam ento nella direzione di n.

indico con E ' la superfìcie trasfo rm ata  di E, con Q e Q' p un ti corri
spondenti delle due superfìcie. Suppongo poi che le superfìcie parallele a S  
siano rap p resen ta te  dalle equazioni =  cost., x 3 =  o su E, e assumo su 
E ', come linee coordinate, le im m agini delle curve di E di equazioni 
x i =  var. (i =  1 , 2) (l).

U sando coordinate curvilinee x a fa comodo considerare, accanto alla con
figurazione C, Paltra , C* che da essa si deduce (a meno di un  inessenziale 
spostam ento rigido) in terp re tando  la x a come coordinate cartesiane di un 
punto  P*, rispetto  alla terna  prefissata c£. Lo studio dello spostam ento 
C —> C' in  coordinate curvilinee si può allora rip o rta re  a quello dello spo
stam ento  C* in coordinate cartesiane.

Nel seguito, anche adoperando, senz’altro  avviso, i coefficienti di una 
omografia vettoriale, li in tenderò  sem pre riferiti alla terna  Indicherò

anche con a = . l ’omografia di spostam ento re la tiva  a C* ->C e con

a quella re la tiv a  allo spostam ento  C* C' ; con g a% e g ap i coeffi

cienti delle due omografie Kccr  e K a' a (K simbolo di omografia coniu
gata), cioè i coefficienti delle due forme quadratiche che esprimono, m ediante 
le variabili x ai la m etrica di C e C' rispettivam ente.

È  s ta to  già osservato (cfr. [4] p. 348) che le differenze

(1) <fàp — ^03 =  2 yafl (a , p =  1 , 2 , 3)

individuano una omografia y in corrispondenza biunivoca con Pornografia 
di deform azione s dello spostam ento  G -> C' :

(2) y =  Kascr.

Nei prossim i num eri m i propongo di esplicitare, nelle ipotesi a) e b)y 
l ’omografia di deform azione e in funzione delle com ponenti di spostam ento. 2

2. L ’OMOGRAFIA y. — T an to  C* ->C ', quanto  C* ->C, rien trano  in un 
tipo di spostam ento  già preso in esame (cfr. [3]), in modo che l ’omografia y 
risu lta  in sostanza già determ inata . Precisam ente si ha, per lo spostam ento 
C* ->C ', prescindendo dalle ca ra tteristiche g 13 =  o ,g ’23 =  o , g 33 =  1, cioè 
lim itandoci a considerare la proiezione del tensore di deform azione sul piano 
x 3 =  cost.:

(3) ffik :=: ^ik 2 bik x 3 (if bìk +  df &ìk) #3 (t j k  =  1 , 2).

(1) Convengo che gli indici latini varino da 1 a 2, gli indici greci da 1 a 3.

23. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 3.
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In  questa  form ula le q u an tità  dik e b'ik rappresentano i coefficienti 
della prim a e seconda form a q u adratica  fondam entale di 2 ',  X' e Si' la cu rva
tu ra  m edia e la cu rv a tu ra  to ta le  (2) rispettivam ente:

1 (/%n 2̂2 ~i~ 2̂2 bIZ 2 cb-£2 bxd) ^ bik
(4) ,

I Si' = —  , =  det. Il dik II , b’ =  det. || bik || .

Si noti che nella (3), a m oltiplicare x \ ,  figurano i coefficienti della terza 
form a quadratica  associata alla superficie 2 ' (cfr. [1] p. 225).

In  modo analogo, per lo spostam ento C* C, risu lta

(s) g ,k =  aik — 2 bìk ^3 —  (?( bik +  31 au) A .

essendo aik e bik i coefficienti delle due forme quadratiche di 2 , X e Si le 
cu rvatu re  m edia e totale:

JC =  —  aik bik

Si ==; — , a = d e t .  Il aik || , b =  det. || bik || .

Posto allora, come dalla (1),

(7) 2 ya  =  dik —  aik —  2 {ha —  6a ) x 3 —  QC b’ik —  X bik +  3V dik —  31 aa ) ^3,

il quadro delPom ografia y viene ad essere del tipo

Tx, Y„ 0

(8) T = T12 O

0 0 0

Come è naturale , condizione necessaria e sufficiente per Vannullarsi d i y, 
e qu ind i d i e, è che siano nulle le differenze dik —  atk , bik —  bik ; sì che queste 
possono a ragione assum ersi come caratteristiche di deform azione sullo schema 
(bidim ensionale) della sola superficie 2  (cfr. ad esempio [7], nonché [2], 
p. 129). In  effetti, come vedrem o nella N ota II, sullo schema bidim ensio
nale, le cara tteristiche di deform azione vengono in tro d o tte  in modo assai 
diverso, almeno nella teoria ordinaria del Love.

Per com pletare la determ inazione di y non resta  orm ai che esplicitare 
le differenze suddette  in funzione dello spostam ento del pun to  generico Q 
della superficie 2 . A  questo scopo introduciam o, nel punto  Q, la terna  {ea } 
co stitu ita  dai ve tto ri ei == — (z =  1 , 2) tangenti alle linee coordinate
prescelte e dal versore e3 della norm ale a 2 , tenendo conto delle formule 
fondam entali (cfr. ad esempio [5] p. 228)

(9) dXj j i  \ +  b J i e  3
2e3
dXj —  b /  ei {i , j  ,h  =  1 , 2).

(2) In realtà la (4)2 non corrisponde alla definizione di notoriamente legata'alla 
prima forma quadratica, ma all’equazione di Gauss che nelle nostre ipotesi è certo soddisfatta, 
figurando S ' come assegnata.
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Fa comodo considerare anche la terna  duale {«“ } così definita:

(io ) e* =  aik ek , e3 =  e3.

Essa è m anifestam ente in corrispondenza biunivoca con la precedente e 
soddisfa alle id en tità

(TI) ■ «V-e8 =  &£ (a ,  (3 =  4 , 2 , 3 ) ,

in modo che, insieme alla (9), si ha

Per lo spostam ento  s  Q Q ' del pun to  generico di E porrem o, in corri
spondenza,

(12) s =  u a ea ovvero s =  ua ea ,

a seconda che interessino le com ponenti secondo la prim a o la seconda delle 
due terne considerate. U serem o anche le notazioni abbrev iative

a ì

(13)

nonché

(13')

3*o / \ } h S
? / a , * ------  U \ /
U lJ — dxj  + \

■* / a > a  ou “ —  bj u? per a =  1 , 2

\
bìi ui

dua . /  
Ualj -  + \

/  ( J* \•- » 'M'h bja

\
b/ ui

per a =  3,

per a =  1 , 2

per a =  3,

che consentono di scrivere, in parallelo alla (12),

/  \  ds ds
(H ) ip r  =  u f j e* ovvero gj7 =  «o&-«°.

Indicando, come abbiam o già fa tto , con un apice gli elem enti re lativ i 
alla superficie 2 ',  potrem o scrivere in tan to

^
nonché

( l6 ) e3 ~ ~ r e x h e 2 I
a!

ds ds ’ ds ds \
dx2 €z ^  dxx dXi ^  dx2 j

D ’a ltra  p a rte  si ha iden ticam ente ea A ea+I =  aea+2, come si controlla 
m oltiplicando [scalarmente per ca+2, quindi la (16), avuto  riguardo alla 
(14), , assum e la form a

=  —  [»,. c’ +  (1 +  n 3) e3] ,(17)
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ove si è posto

(18)

/ 3 1 3  ̂ 3  ̂ \n x — —  (u, 4- u. u. — u. u, ). \ /l 1 /I /2 /2 /i'
/  3 1 3 i  3 1 \^2 =  ---  U. U. --- ) ̂  ̂ /2 1 /2 /i . /i /2'

1 , 2 . 1 2  1 2  n, — u, -t- u. 4- ,
3 ■ / i  1 /2 1 /x /2 / i

Di qui si ricava poi, essendo £3 vettore unitario ,

<2 0  +  R(19)
con
(20) R == n 3 (2 +  ^3) +  n* n i .

Si no ti che il rapporto  a /a, dim inuito dell’un ità , rappresen ta  tra  l’altro 
il coefficiente di dilatazione cubica in Q relativo allo spostam ento  C ->C'. 

Si hanno così tu t t i  gli elem enti per esplicitare, in funzione delle com po

si ha, in base alle (15), (17) e (19),

 ̂ dik =  aa  +  er

v 7 dek 
b a =

=  ei-e’k e b'ik =
dek
dXi

ds ds ds
&k 3 xì -t“ dxj ’ dxk

ds
dxk
32 s \ ( i 4- n3) e3 +  ni e{

'àxi dxk ) f i 4- R

ovvero, avuto  riguardo alle (14) e , (9), 

&ik ^ijk ~f~ k/i ”f" 'M'It̂ 'à/k

(21) ^

bik —

du t̂
(1 +  n3) \b ik 4- - g j -  +  bih « /J  +  nh l j ik j + j il ( » /«-* .*“/*

n  +  r

Si rilevi, a titolo di controllo della (21 )2, che la p roprie tà  di sim m etria 
b'ik =  b'ki segue d ire ttam en te  dalle equazioni di Codazzi, Vr 6ik =  Vk bir relative

alla superficie 2  ( v r simbolo di derivata  covariante su 2:

T7 A —  dbik ^ r b ik -  s . bhk V )-

3. L’om ografia di deform azione s.. -  Poiché, in base alla (2), è

(22) Yap =  Ca -K(7£(7C,3 =  (JCa • £ (7 Cp ,

i coefficienti di y rispetto  a % coincidono con quelli di s rispetto  alla terna 

definita dai vetto ri a ca =  (a =  1 , 2 , 3), in generale non ortogonale.
; cXa

D ’altra  parte , potendosi scrivere OP =  OQ +  x 3 e3 (Q proiezione ortogonale 
di P su 2 ) si ha, per derivazione,

3 OP , 3e3 3 OP
3 xì ■ -  e i dXo =  e.



Giorgio Ferrarese, Sulle deformazioni finite di una volta, ecc. 345

ovvero, avuto riguardo alla (9)2,

(23) GC. =  (8* —  x 3 bik) ek , g c 3 =  e3.

Di qui è agevole ricavare i vetto ri ei m ediante i trasform ati gc{ e determ i
nare così i coefficienti dell’omografia di deformazione secondo la terna {ea }. 
Precisam ente si ha, essendo in  base alla (6) K =  -— b f i , Si =  det. || b f  || ,

j ( i — x 3 b22) a c x +  x 3 b f  g c 2

\ 1 “K x 3 -{■- Si % ̂

J p 3 b2x gc j  +  ( i — x ^ b f )  g c 2
f e 2 = --------------------------------  :----

i -j- K x3 -4- Si x̂

e quindi in definitiva, avuto  riguardo alla (22),

(I - -* 3  O a,Yxx +  2*3 V  (i Q  Tl2 +  { b f i r ^
(1 -f- Jt x 3 -f- «fiC L p 2

( I - ^ V ) T II +  K  W  +  ( I - -  * 3  V )  ( I -  * 3  Q Ì  Yx» +  * 3  V  ( I  -  * 3  K )  T s s

( i -j~ x3 4- SÌ x2)2

x \ (b2 ) 2 Y11 ~r 2  *3 b f  (1 x 3 b f \  y I2 -f- (1 — x 3 b f ) 2 y 22

(1 -f- K x3 -f- Si x2f)2

Le formule (24) notevolm ente si semplificano se si suppone, senza re str i
zione essenziale, che le linee coordinate =  var. siano linee di cu rv a tu ra  
di E; ciò che com porta l ’ortogonalità della terna {ea } . Si ha in tal caso al2 =  o, 
b12 =  o nonché, indicando con R f (i =  1 , 2) i raggi di cu rv a tu ra  principali 
di E (presi col segno fi- se la norm ale è orien ta ta  dalla p arte  della convessità 
della superficie, col segno —  nel caso opposto)

(25) ba =  — %. (* =  1 . 2 ) .

L a (23)t assum e allora la form a o c i =  (fi fi- — e il quadro dei coeffi

cienti dell’omografia di deformazione, avuto  riguardo alla (24), viene ad 
essere:

(26)

■+ t > (■ + -& ) +  ̂
"to c

0 0 0

Al tem po stesso il coefficiente di dilatazione cubica risulta espresso dalla 
form ula (cfr. [3] p. 199)

a (1 -\- 'K x3 -f Si' x2)
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Si vede bène di qui che la condizione d i inestendibilità della superficie 
2  , aik — aik non corrisponde alla ipotesi d i incomprimibilità, 8, =  o per lo 
spostam ento  C Q uest’u ltim a si traduce in fa tti nelle seguenti condizioni:

a' =  a , .1C' =  X , JT =  dC

ed involge pertan to , come è naturale, anche la seconda form a quadratica  
della superficie E '.
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