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Geometria. — S u i sistemi di pun ti con esigenza di spazio. 
N ota di J ó z s e f  M o l n a r ,  presen ta ta  (*} dal Socio B. S e g r e .

Come si deve p ian tare  in un « grande » territo rio  -  devoluto ad uso di 
fru tte to  -  il massimo num ero di alberi, in modo che nessuno di questi venga 
a trovarsi dagli altri a d istanza m inore di una data?

E noto che, nella m igliore collocazione, gli alberi formano un  reticolo 
regolare avente il simbolo {3,6}.

Questo p r o b l e m a  equivale al seguente: Come si debbono collocare 
su un  « grande » territo rio  p u n ti con densità m assim a, in modo che intorno 
ad ognuno dei punti, nel cerchio di dato  raggio a, non ci sia nessun altro  punto  
del sistem a ?

Onde generalizzare il problem a, è opportuno porre la seguente d e f i n i 
z i o n e :  Intendiam o per esigenza d i spazio del punto  P2- del sistem a di 
pun ti { Pz} un insieme chiuso di p un ti nell’interno del quale non vi sia alcun 
pun to  del sistem a all’infuori di P 2-. Se ogni punto  P z ha esigenza di spazio 
congruente ad un  dato  insieme E, in modo che in tale congruenza P z abbia 
per im m agine un  dato  punto  P di E, allora il sistem a di p un ti verrà chiam ato 
un sistema d i p u n ti con esigenza d i spazio E .

Nel problem a precedente, l’esigenza di spazio era un  cerchio di raggio a , 
di chi P era il centro.

Che cosa possiamo dire della densità di un  sistem a di punti, nel caso in 
cui l’esigenza di spazio del sistem a di p un ti debba essere un  dato  insieme a r
bitrario  di pun ti ?

Nella presente N ota  ci occuperemo di problem i di questo tipo. Il risu ltato  
principale qui conseguito conduce a m olti sistem i di pun ti estrem ali, e può veni
re agevolm ente generalizzato agli spazi ad ^-dim ensioni di cu rva tu ra  costante.

Qui ci lim iterem o a considerare la densità dei sistem i di p u n ti sulle su 
perficie di cu rv a tu ra  costante, e più precisam ente sulla sfera, sul piano euclideo 
e sul piano iperbolico.

Il quoziente —— - verrà chiam ato la densità  di un  sistem a di pun ti su 
una superficie di cu rva tu ra  costante, rispetto  al dominio T, dove si denoti 
con n  (T) il num ero dei pun ti del sistem a che si trovano nel dominio T  e T  
designi altresì l’area di questo (;). Se T  è t u t t a  una sfera, si o ttiene in 
particolare così la densità di un  sistem a di p u n ti rispetto  alla sfera.

Si può definire, poi, la densità  § di un sistem a num erabile di pun ti rispetto  
a t u t t o  il piano euclideo, assumendo

§ =  lim
R—>00

«{C (R )}
C (R )

(*) Nella seduta del 14 marzo 1964.
(1) Per un dominio n per la sua area usiamo lo stesso simbolo.
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dove C (R) denoti un cerchio di raggio R e centro un punto  O fissato com unque 
nel piano. Si può dim ostrare che S non dipende dalla scelta di O. Sul piano 
iperbolico, la definizione appare più difficile; ivi è opportuno accettare per 
estrem o superiore della densità un  num ero d L  i, se si può dare una decomposi
zione del piano in celiò, in ciascuna delle quali la densità dei pun ti risu lti -Ld.

T e o r e m a .  — L a  densità d i un  sistema d i p u n ti  { } con esigenza d i
spazio E su una superficie d i curvatura costante è sempre ^  i/A , dove con A  si

denoti V inviluppo convesso dei centri dei cerchi che passano i l  punto  P e ap
partengono alla esigenza d i spazio  E.

L ’estrem o superiore è, in m olti casi effettivam ente raggiunto. Questo 
avviene per qgni sistem a di p u n ti in cui la decomposizione in celle D irichlet 
fornisce celle di area A. Così, per esempio, vale il segno di uguaglianza se il 
sistem a di pu n ti è di uno dei tip i omogenee stud ia ti da Niggli [12], [13] e 
da Sinogowitz [14] 2 (3).

(2) Ved. per esempio M olnÀR [ ir ] .
(3) U n sistem a di pun ti dicesi omogeneo {regolare), se per due pun ti qualsiasi del si

stem a esiste unà congruenza che m uti l ’un punto nell’altro, m entre il sistem a si trasform i in 
se stesso. La fig. 1 illustra un sistem a estremale di punti o m o g e n e o .  Nelle figg. 2 e 3 
figurano configurazioni estrem ali di pun ti i n o m o g e n e e .  E interessante osservare che, 
nella fig. 2, i vertici delle celle di D irichlet hanno lo stesso simbolo (8, 4, 4) di Laves.
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Dimostrazione. -  Per provare il teorem a, basta  riconoscere che la cella D i 
di D irichlet (o poligono di Voronoi (4)) di un punto  arb itrario  P,. del sistem a 
di p un ti { P ;} contiene il dominio A; e questo è una conseguenza semplice 
della definizione di cella di D irichlet D- .

O s s e r v a z i o n i ,  -  i ° Sia { P f.} un sistem a di p u n ti con esigenza di spazio E. 
Si dice esigenza ridotta d i spazio l ’unione di cerchi contenuti nel dominio E e 
passan ti per il punto  P z . L ’inviluppo convesso dei centri di questi cerchi dicesi 
il nucleo. O vviam ente, l ’estrem o superiore dato  dal teorem a dipende solam ente 
dal nucleo. Si giunge p ertan to  allo stesso estrem o superiore se si cam bia E 
in modo che l ’area del nucleo dell’esigenza r id o tta  di spazio non m uti.

20 Si riconosce facilm ente che il teorem a può venire esteso a sistem i di 
pun ti con esigenza di spazio collocati in  dom ini convessi. M enzioniamo, a 
questo riguardo, che possiamo generalizzare il teorem a più ampio, che così si 
ottiene, agli spazi ad ^-d im ensioni (n ^  3) di cu rva tu ra  costante.

30 I cerchi che forniscono l ’esigenza r id o tta  di spazio, saranno chia
m ati i componenti. Si può dare, analogam ente al caso dei sistem i di cerchi con 
esigenza di spazio (5), un  estrem o superiore « buono » per la densità di certi 
sistemi di p u n ti { P t-}, anche se l ’esigenza di spazio E i varia da punto  a punto. 
In  questo caso, l’estrem o superiore si presenta come una funzione della varia 
zione dei com ponenti.

4 0 Si in tenda per sistem a di pun ti con esigenza d i punto  un  sistem a 
tale che per ogni punto  sia dato  un  dominio ove si esiga l’esistenza di un  altro  
pun to  del sistem a. I sistem i di p un ti con esigenza di punto  godono di p roprie tà  
simili a quelle dianzi indicate. L a tra ttaz ione  di queste ricerche verrà fa tta  in 
altro  lavoro.
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