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Geometria. — Swi sistemi di punti con esigenza di spazio.
Nota di Jozser MoLNAR, presentata” dal Socio B. SkGRrE.

Come si deve piantare in un «grande» territorio — devoluto ad uso di
frutteto — il massimo numero di alberi, in modo che nessuno di questi venga
a trovarsi dagli altri a distanza minore di una data?

E noto che, nella migliore collocazione, gli alberi formano un reticolo
regolare avente il simbolo {3,6}.

Questo problema equivale al seguente: Come si debbono collocare
su un «grande » territorio punti con densita massima, in modo che intorno
ad ogriuno dei punti, nel cerchio di dato raggio «, non ci sia nessun altro punto
del sistema ? »

Onde generalizzare il problema, ¢ opportuno porre la seguente defini-
zione: Intendiamo per esigenza di spazio del punto P, del sistema di
punti { P;} un insieme chiuso di punti nell’interno del quale non vi sia alcun
punto del sistema all’infuori di P,;. Se ogni punto P; ha esigenza di spazio
congruente ad un dato insieme E, in modo che in tale congruenza P, abbia
per immagine un dato punto P di E, allora il sistema di punti verra chiamato
un sistema di punti con esigenza di spazio E.

Nel problema precedente, I'esigenza di spazio era un cerchio di raggio &,
di cui P era il centro.

Che cosa possiamo dire della densita di un sistema di punti, nel caso in
cui I'esigenza di spazio del sistema di punti debba essere un dato insieme ar-
bitrario di punti ?

Nella presente Nota ci occuperemo di problemi di questo tipo. Il risultato
principale qui conseguito conduce a molti sistemi di punti estremali, e pud veni-
re agevolmente generalizzato agli spazi ad #—dimensioni di curvatura costante.

Qui ci limiteremo a considerare la densitd dei sistemi di punti sulle su-
perficie di curvatura costante, e pill precisamente sulla sfera, sul piano euclideo
e sul piano iperbolico.

7 (T)
T -
una superficie di curvatura costante, rispetto al dominio T, dove si denoti

con 7 (T) il numero dei punti del sistema che si trovano nel dominio T ¢ T
designi altresi I'area di questo @. Se T ¢ tutta una sfera, si ottiene in
particolare cosi la densitd di un sistema di punti rispetto alla sfera.
Si puo definire, poi, la densita 3 di un sistema numerabile di punti rispetto
a tutto il piano euclideo, assumendo
n{C(R)}
C(R)

Il quoziente verra chiamato la densiza di un sistema di punti su

§ = lim
R—00

(*) Nella seduta del 14 marzo 1964.
(1) 'Per un dominio e per la sua area usiamo lo stesso simbolo.
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dove C(R) denoti un cerchio di raggio R e centro un punto O fissato comunque
nel piano. Si puo dimostrare che 3 non dipende dalla scelta di O. Sul piano
iperbolico, la definizione appare pit difficile; ) ivi & opportuno accettare per
estremo superiore della densitd un numero 4 < 1, se si pud dare una decomposi-
zione del piano in celle, in ciascuna delle quali la densita dei punti risulti <d4.

TEOREMA. — La densita di un sistema di punti { P,} con esigenza di
spazio B su una superficie di curvatura costante & sempre < 1JA, dove con A si

ole

)
Fig. 3.

denoti linviluppo convesso dei centri dei cerchi che passano il punto P e ap-
partengono alla esigenza di spazio E. ‘

L’estremo superiore &, in molti casi effettivamente raggiunto. Questo
avviene per ogni sistema di punti in cui la ‘decomposizione in" celle Dirichlet
fornisce celle di area A. Cosi, per esempio, vale il segno di uguaglianza se il
sistema di punti ¢ di uno dei tipi omogenee studiati da Niggli [12], [13] e
da Sinogowitz [14] .

(2) Ved. per esempio MOLNAR [11]. i

(3) Un sistema di punti dicesi omogeneo (regolare), se per due punti qualsiasi del si-
stema esiste una congruenza che muti 'un punto nell’altro, mentre il sistema si trasformi in
se stesso. La fig. 1 illustra un sistema estremale di punti o mogeneo. Nelle figg. 2 e 3
figurano configurazioni estremali di punti inomogenee. E interessante osservare che,
nella fig. 2, i vertici delle celle di Dirichlet hanno lo stesso simbolo (8, 4, 4) di Laves.
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Dimostrazione. — Per provare il teorema, basta riconoscere che la cella D,
di Dirichlet (o poligono di Voronoi ®) di un punto arbitrario P, del sistema
di punti { P;} contiene il dominio A; e questo & una conseguenza semplice
della definizione di cella di Dirichlet D,.
OSSERVAZIONI. — 1°Sia { P;} un sistema di punti con esigenza di spazio E.

Si dice esigenza ridotta di spazio I'unione di cerchi contenuti nel dominio E e
passanti per il punto P,. L’inviluppo convesso dei centri di questi cerchi dicesi
il nucleo. Ovviamente, 'estremo superiore dato dal teorema dipende solamente
dal nucleo. Si giunge pertanto allo stesso estremo superiore se si cambia E
in modo che l'area del nucleo dell’esigenza ridotta di spazio non muti.

2° Si riconosce facilmente che il teorema pud venire esteso a sistemi di
punti con esigenza di spazio collocati in domini convessi. Menzioniamo, a
questo riguardo, che possiamo generalizzare il teorema piti ampio, che cosi si
ottiene, agli spazi ad #—dimensioni (% = 3) di curvatura costante.

3° I cerchi che forniscono I'esigenza ridotta di spazio, saranno chia-
mati i componenti. Si pud dare, analogamente al caso dei sistemi di cerchi con
esigenza di spazio ¥, un estremo superiore « buono » per la densitd di certi
sistemi di punti { P, }, anche se 'esigenza di spazio E; varia da punto a punto.
In questo caso, I'estremo superiore si presenta come una funzione della varia-
zione dei componenti. 4

4° Si intenda per sistema di punti con esigenza di pumto un sistema
tale che per ogni punto sia dato un dominio ove si esiga I’esistenza di un altro
punto del sistema. I sistemi di punti con esigenza di punto godono di proprieta
simili a quelle dianzi indicate. La trattazione di queste ricerche verra fatta in
altro lavoro. |
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