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Geometria. — Su  certi interi che si conservano nel prodotto di 
corrispondenze crem oniane^. N ota di C a r m e l o  M a m m a n a , presen
ta ta  (**} dal Socio B. S e g r e .

1. Sia T  una corrispondenza crem oniana di uno spazio proiettivo com 
plesso Sr ad r >  2 dimensioni. L a jacobiana J (x) di T  in generale è spez
zata; siano (JLZ , \l2 , • • •, gli ordini delle componenti irriducibili di J (x), 
e siano Tj , t 2 t ,  le loro m olteplicità. Indichiamo con p. (T) il M .C.D.
dei num eri p.,- (da porsi uguale a zero quando m anchi la J) e con t (T) il 
M .C.D. dei num eri t,- ed f  +  1.

E  noto (l) che si ha p. (T) =  p. (T—I). Nel n. 2 proviam o che si ha anche 
t  (T) =  t  (T—J). Nel n. 3 dim ostriam o che, se V  è u n ’altra  corrispondenza 
crem oniana di Sr , allora t  (TV) è un m ultiplo di M.C.D. [t  (T) , t  (V)] e 
p. (TV) è un m ultiplo di M .C.D. [p. (T) , p. (V)], oppure è p. (TV) =  o.

Nei nn. 4,5 proviam o che se p è un divisore qualunque di r  +  1, allora 
l’insieme delle corrispondenze cremoniane T  di S r per cui t  (T) è divisibile 
per p non è vuoto ed è un gruppo GÌ9). Inoltre proviam o che se q è un intero 
non negativo qualunque, allora l’insieme delle corrispondenze cremoniane T  
di Sr per cui si ha p. (T) =  sq (s =  o , 1 , 2 , • • • ) non è vuoto ed è un gruppo .

Nei num eri successivi studiam o i gruppi G[f e Gx6) con particolare ri
guardo al caso p — r  +  1.

2. Siano:

(T) x j= / , ( x )  ; (T -1) . x , =  * ,(* ') , (1 =  0 , 1 , : . -,r)

le equazioni di una corrispondenza crem oniana T  fra due spazi proiettivi 
complessi Sr , S) (r >  2) e della sua inversa T"~1.

Indichiam o con J (x) la jacobiana di T, con J' (x') la jacobiana di T —I 
e con K (x) ed H (x') le forme definite dalle identità:

Si ( / )  ~  K  (x) x,- , / , ( ^ ) ^ H ( x ') x ; -  (2 =  o , 1, • • •, r) .

(*) Lavoro eseguito nell’am bito della a tt iv ità  dei G ruppi di R icerca m atem atica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 14 marzo 1964.
(1) O. H. 1 K e l l e r ,  Ganze Cremona Transformationen, «M onatsch. f. M ath. u. Phys. », 

voi. 47 (1939). Vedi anche: B. S e g re , Corrispondenze birazionali e topologia di varietà algebri
che, «A nnali di M atem atica », ser. IV, tomo X L III (1957); C. M am m ana, Su certe ipersuper
ficie analoghe alle jacobiane legate ad una corrispondenza cremoniana, « Rend. Acc. Lincei », 
ser. V i l i ,  voi. X X V II, fase. 6 (1959).
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Ricordiamo che si h a (2):

(1) ] (g) y  (y!) =  nm H r+I (x’)

(2) ] ' ( / ) ]  (x) =  nm Kr+\x ) .

dove n è il grado delle forme (x) ed m  è il grado delle forme (x).  Ricor
diamo anche che le forme J (x) ed J ' (x') hanno lo stesso num ero t di com
ponenti irriducibili d is t in te (3). Poniamo:

J (x) =  K?  (x) K l2 (x) K ?  (x)

. J , (x/) = H it; (x/) H ; ; (x' ) - - - H ^ ( x')

dove Kj (x) , K 2 (x) , • • •, K, (x) sono le componenti irriducibili distinte di 
J (x), ed H , (x') , H 2 (x ')  , • • - , H/ (x') sono le componenti irriducibili distinte 
di y  (x').

Abbiam o osservato altrove (4) che il M.C.D. dei numeri t  può non essere 
uguale al M .C.D. dei numeri t'-. Dim ostriam o ora che il M .C.D. dei numeri 
r  + 1  > 'G , t 2 , • • •, è sempre uguale al M.C.D. dei numeri r  - f  1 , t x , t 2 , • • •, . 
In fa tti per la (1) ogni divisore comune ai num eri t  j -  1 , t x , t 2 , • • •, t ,  è 
anche un divisore comune ai num eri r +  1 , t ' , t 2 , • • •, ; e viceversa, per la (2).

Nel seguito indicheremo con t  (T) il M .C .D . dei numeri r  -f- 1 , t x , t 2 , •• •, t ,  
relativi alla corrispondenza T. Per quanto sopra:

a) S i  ha sempre', t  (T) =  t  (T—i).
Se T  è una omografia si ha t  (T) =  r  + 1 . In  generale è 1 <  t  (T) <  r  -f- 1 . 
Sia [Xy il grado della forma Ky (x). Nel seguito indicheremo con [i (T) il 

M .C.D. dei numeri [Xx , [x2 , • • •, [x, relativi alla corrispondenza T  (se T  è una 
omografia, fx (T) =  o). P ertan to  si ha (x (T) >  o. È noto (5) che:

b) S i ha sempre', [x (T) =  [x. (T -1 ).

3. Siano:
x- = 9 t- (yl) (z =  o , 1, • • •, r)

lei equazioni di u n ’altra  corrispondenza cremoniana V, e siano:

X/ =  4 ,- (x) (i =  o , 1 , • • •, r)

le equazioni del p rodotto  TV. Indichiamo con & (x) la forma definita dalle 
iden tità  9,. (f) =  & (x) ty. (x), con ri il grado delle 9,. (x) e con n" il grado 
delle ^  (x). Sia ha (6)

3 (90,91, • ■ ■ . 9 r ) ■■’ f r )  _  , • • - 4v)
d K ' K > - • •, x' )> r ì x'=/ 3 (X°>XI .• • •, *r) v } 3 (x0, Xi, • • •, xr)

(2) C. Ma m m a n a , loc. cit. in (r), n. 1.
(3) O. H. K e l l e r ,  loc. cit. in (T), § 2.
(4) C. Mammana, loc. cit. in (T), n. 8.
(5)  f0 . H. K e l l e r ,  loc. cit. in (I), § 2.
(6) G. D a n to n i, Sulla possibilità di decomporre una corrispondenza cremoniana fra  

spazi ad r  >  3 dimensioni, nel prodotto di corrispondenze cremoniane di dato ordine, « Annali 
di M atem atica », ser. IV, tomo X X IX , (1949), n. 1.
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D a questa identità, tenendo presente il significato degli interi t  (T) , 
t  (V) , t  (TV), segue subito che ogni divisore comune a t (T) e t  (V) è anche 
un divisore di t (TV), cioè:

a) YJ intero t  (TV) è un multiplo del M.C.D. di t  (T) e t (V). 
Dim ostriam o ora che:

b) YJ intero fx (TV) è un multiplo delM .C.D . di [x (T) e [x (V), oppure 
è [x (TV) =  o.

L a proprietà si verifica subito quando qualcuno dei tre interi n ^ n ^ n ’ 
è uguale ad uno. Supponiam o che siano tu tti  e tre maggiori di uno.

Sia q >  2 un divisore comune a fx (T) e fx (V). Sia F (x) una componente 
irriducibile della jacobiana di TV, e sia p  il grado di F (x). Dobbiamo dim o
strare che q è un divisore di p.

Se F (x) è una com ponente irriducibile della jacobiana di T, allora jx (T) 
è un divisore di p  e quindi ^ è un divisore di p.

Supponiam o che F (x) non sia una componente della jacobiana di T. 
In questa ipotesi l’ipersuperficie irriducibile F (x) =  o è m u ta ta  birazional- 
m ente dalla T  in una ipersuperficie irriducibile, ® (x') =  o, che è una com
ponente irriducibile della jacobiana di V  e quindi ha per ordine un m ul
tiplo di q. Indichiamo con aq l’ordine di ® (x') =  o. Si ha inoltre:

con h >  1 e ^  (x') forma di grado '.s >  o e non divisibile per ® (x'). Da questa 
segue:

F  (x) F (x) =  ^  ( / )  VF ( / ) .

Poiché K (x) non è divisibile per F (x), si ha h =  1 e quindi

(3) K '( x ) F ( x )  =  < D ( /)Y ( /) ;

da qui, considerando i gradi dei due membri, segue:

(4) pnm — aqn +  sn .

Per la (3) ogni com ponente irriducibile di T* ( / )  è una componente irriducibile 
di K (x) e quindi ha il grado divisibile per q. Ne segue che il grado sn di
Y  ( / )  è divisibile per q e quindi, per la (4), pnm  è divisibile per q. M a
dalla (7):

nm  — 1 =  [iz vr fx2 v2 -f- • • • -j-

segue che q, in quanto divisore di (xx , (x2 , • • •, fx, , è primo sia con n sia 
con m\ quindi p  è divisibile per q.

•(7) C. M am m ana, loc. cit. in (x), n. 5.
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4. Sia p >  1 un qualunque divisore di r -f- 1. Consideriamo la corri
spondenza quadratica T q di tipo (2 /2 ) di equazion i(8):

i i  _ 1 2l X0 — Xr X0 -j~ Xr — !

\ X- =  Xr X?. * =  I , 2 , • • • , P  I

j  x) =  x— x x> j  =  P , P + 1 , • • •, r  .

La jacobiana di T Q è J (x) =  2Xr~V~0 x®, quindi è t (Tq) =  p.
R isulta così provato che:

a) Fissato comunque un divisore p r  /  1, esistono corrispondenze 
cremoniane T  Sr /* quali si ha t  (T) =  p. Anzi di tali corrispondenze 
ne esistono già nella classe delle corrispondenze quadratiche di tipo (2 ,2 ) .

Dim ostriam o ora che:
b) Fissato comunque un intero q >  o, esistono corrispondenze cremo

niane T  di Sr per le quali si ha fi, (T) =  q.
In fatti, per q =  o basta  considerare una omografia. Per q =  1 basta 

considerare una corrispondenza cremoniana intera. Per q >  2 ed r  >  3 con
sideriamo la corrispondenza cremoniana T  di equazioni:

1 x; - = / ( k) x,. 1 X,- = / ( x )  X,-
(T) , . (T )

j Xr = / ( x )  Xr + g  (x) ( = / ( ’x ) x ; —  £-(x)

«' =  0 , 1 , '■ • r —  I ,

con /  (x) forma irriducibile di grado q nelle sole variabili xG , xz xy__! 
e g  (x) forma nelle sole variabili xG , ,xx , • • •, xr__T di grado q 1 e non divi
sibile1 per /  (x). L a jacobiana di T è ]  (x) =  (q +  i ) / r+I (x) e quindi p- (T) =  q. 
Per r  =  2 e q >  2, consideriamo la corrispondenza T  =  S U S ~ T dove U  è 
l’omografia di equazioni:

(U) xó =  x0 , xi =  xx +  x2 , X2 =  x2 ,

(8) Le equazioni della inversa 1 sono:

per p >  r

( x =  v i y! — x '21 o r  o r  — 1
ì x. =  x' x'.\ i  r  t

Ì — I , 2 , • • • , p --- I ,

/  =  p , p +  i ,

per p =  r -f- 1
1 =  1 , 2 , • • • , r .
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ed S è la corrispondenza crem oniana di equazioni:

I x '0 =  XQ ( X2 —  X?) | Xo =  XÓ? x'

(S) j xi =  x t (xo 1 x2 —  x\) , ( S - 1) ' x r =  x ^ 1 Xx xL

\ X2 =  Xo+I ( x2 =  x '? x2 -|- Xoe+1

L a jacobiana della T  =  SUS_ I è J (x) =  (g2 + 1) (4 -1  x2— x?)3? ; si ha quindi
V- (T) =  q-

5. a) Se p ( >  1) e un divisore di r  -4" 1 > allora Vinsieme delle corrispon
denze cremoniane T  di S r  per cui t  (T) è divisibile per p è un gruppo: G^Q).

A nzitu tto , il nostro insieme G(Te) non è vuoto (n. 4, a). Inoltre, se G^Q) 
contiene una corrispondenza T, allora G*e) contiene anche Tin versa T -1  perché 
T (T) =  t  (T x) (n. 2, a). Infine se T  e V  sono due corrispondenze qualsiansi 
dell’insieme G^Q), allora t  (T) e t  (V) sono divisibili per p e quindi (n. 3, a) 
t (TV) è divisibile per p, cioè T V  sta  nell’insieme.

In  modo del tu tto  analogo, tenendo presente i risu ltati dei nn. 4, b), 
2, b), 3, b), si prova che:

b) Se q è un intero non negativo qualunque, allora V insieme delle corri
spondenze cremoniane T  di Sr per cui si ha [jl (T) =  sq (s =  o , 1 , 2 , • • • ) è 
un gruppo: Gjf}.

6. Fissiamo r (r >  2) e consideriamo il gruppo G di tu tte  le corrispon
denze cremoniane di Sr ed i suoi sottogruppi GxQ), corrispondenti ai singoli 
divisori p di r -\-i.

Al divisore p .=  1 corrisponde il gruppo G stesso, cioè si ha G^} '=  G.
Al divisore p =  ^ +  1 corrisponde il sottogruppo G^+I) il quale contiene 

tu tte  le omografie, tu tte  le corrispondenze cremoniane intere di Sr , ed anche 
tu tte  le corrispondenze cremoniane di che hanno la jacobiana composta 
con un  cono1 irriducibile C contato r + i  volte, cono C che si può scegliere 
in modo del tu tto  a rb itra r io (9).

Le sole corrispondenze quadratiche di tipo (2 , m) del gruppo Ĝ T+l) sono 
quelle che hanno la jacobiana composta con un iperpìano (r +  i)-uplo , cioè 
sono le corrispondenze quadratiche prodotto  di una corrispondenza quadra
tica in tera  per una omografia (io) . Ne segue:

Una corrispondenza quadratica di tipo (2,m),  con m  >  2, d i  Sr non si 
può ottenere come prodotto di un numero finito di corrispondenze cremoniane 
intere (ll) di qualunque ordine, con la sola eccezione delle quadratiche prodotto 
di una quadratica intera per una omografia.

(9) C. M am m ana, Gruppi di corrispondenze cremoniane di S2 definiti da proprietà delle 
jacobiane, « Rend. Acc. Lincei », ser. V i l i ,  voi. X X X V , fase. 1-2 (1963), n. 3.

(10) C. M am m ana, Corrispondenze cremoniane e loro jacobiane, « Rend. Acc. Lincei», 
ser. V i l i ,  voi. X X X III, fase. 5 (1962), nn. 4, 5.

(11) Si tenga presente che le omografie fra spazi proiettivi (distinti o sovrapposti) sono 
corrispondenze crem oniane intere. Cfr. C. M am m ana, loc. cit. in (IO), n. 2.
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Per esempio, nel piano (r =  2) una qualsiasi corrispondenza quadratica 
non si può ottenere come prodotto di un numero finito di corrispondenze 
cremoniane intere (di qualunque ordine), eccettuate soltanto le corrispon
denze quadratiche con i tre punti fondamentali infinitam ente vicini.

7. Se r  +  1 è un numero primo, allora non si hanno altri sottogruppi 
Gx oltre i due già considerati, e cioè Gxr+l) e G ^  =  G.

Supponiamo che sia r -f- 1 =  p a, con p  primo ed a >  2.
In  questo caso, in corrispondenza ai divisori p =  1 , p  , p '2, • • • , p a si 

hanno a -j-i sottogruppi che formano una catena discendente in senso stretto'.

G<r) =  G D G<? 0  G f ]' D • • O  G[pa~ ^  DG(; +i).

Ciò in quanto esistono corrispondenze quadratiche che stanno in uno qua
lunque di questi sottogruppi distinto dall’ultim o, m a non stanno nel suc
cessivo (n. 4, a).

Per esempio, in S3 (r ~  3) si ha la catena:

G D GÌ2) D G<4> .

Le uniche corrispondenze quadratiche di tipo ( 2 , 2 )  di S3 per cui si ha 
t (T) =  2 sono quelle definite dai sistemi di coni tangenti ad un piano dato 
lungo una re tta  data, e passanti per un punto dato (fuori del piano). Sempre 
in S3, un altro caso in cui si ha t (T) =  2 è quello delle corrispondenze cre
m oniane di tipo (3 , 3) definite dai sistemi di superficie cubiche passanti per 
i sei spigoli di un  tetraedro.

8. Consideriamo infine il caso generale di r  - f  1 qualunque.
Sp pj e p2 sono due divisori di f - f  1, si ha GxQl) D GxQa) quando -  e 

soltanto quando -  p2 è divisibile per px. P ertanto  i sottogruppi GxQ) formano 
un reticolo finito RT, isomorfo al reticolo dei divisori di r + 1  (l2), e quindi 
distributivo.

Nel reticolo R T si ha:

Gifil) n  G?2) =  G?° , G ? l} U G(x®2) =  G(c,,)

con p' =  m .c.m . (px , p2) , p" = M .C .D . (px , p2) .

9. Considerazioni analoghe si possono fare per i sottogruppi G[f
(q =  o ,  1 , 2 ,• • •). ( ) ( )

Se qY e q2 sono due interi non negativi, si ha G ^1 D G ^ 2 quando è 
q* =  o oppure q2 è divisibile per qx. P ertanto  i sottogruppi G[f (q =  o , 1,2 , • • • )

(12) Con a D b quando b è divisibile per a.
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formano un reticolo , isomorfo al reticolo dei num eri naturali comple
tato  con l’elemento minimo.

Il reticolo è quindi distributivo ed in esso si ha (per qz q2 =f= o):

con

O G^

q =  m .c.m . (qz , q2)

r (?l) i ] r (?2> r (0W  U  t-x,x =  Vi a ,

q" =  M.C.D. (? I ) ?2) ,

ed inoltre:

G[f} n  G[? =  , G ^ u G ^ G ^  (^ =  0 , 1 , 2 , . . . ) .

Il gru Ppo G ^  coincide con quello G di tu tte  le corrispondenze cremoniane 
di Sr , ed è il massimo di ; il gruppo Ĝ 0) è quello di tu tte  le omografie 
di Sr , ed è il minimo di R a .

(13) Con a ^ b  quando b è divisibile per a.


