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Geometria. — Swlle connessioni di Weyl localmente metriche .
Nota di GruseppE TarLLiNi, presentata®” dal Socio B. SEGRE.

1. Denoteremo nel seguito con V, una varietd differenziabile, connessa,
di dimensione 7 e di classe C*® ([4] p. 108, [1] p. 1). Supporremo, per sem-
plicita, gli enti che considereremo in V,, sempre di classe C*®; inoltre le metri-
che definite su V,, o su suoi aperti saranno (salvo avviso contrario) definite
positive e le connessioni simmetriche.

Una connessione I' di V,,, [3], la diremo localmente metrica,
se esiste un ricoprimento aperto {Uy}ue q di V,, € per ogni € &, una metrica y

(01

definite in U, tale che in U, la connessione metrica di ¥y coincida con I'. Chia-
o

meremo tensore di transizione di una tale metrica locale, il tensore definito

in U,nUp (¥o,Ped, con U,NUy-=0), dato da A= Y"v,; (ove y & il
B B

o .
tensore reciproco di Y). £ risulta manifestamente parallelo rispetto a I
o B

Una connessione I' di V,, dicesi di Weyl, [2] p. 81, se essa pud
rappresentarsi, almeno in un modo, nella forma:

(1) I‘]’i,,=2];$ + 5 b, + 8 b —g ¥,

ove g, ]Z]Zz , ¥, sono rispettivamente: un tensore metrico, i simboli di Chri-

stoffel di tale tensore, un vettore covariante di V, e si & posto ¢ = g% {,.

Il presente lavoro ¢ dedicato allo studio delle connessioni di Weyl local-
mente metriche. Precisamente, dopo aver esposto nel n. 2 alcune nozioni
generali sulle metriche locali di una V,, nel n. 3, fatti alcuni richiami sulle
connessioni di Weyl, ci occuperemo di quelle localmente metriche e prove-
remo il seguente:

TEOREMA. —~ Sia I' una connessione di Weyl di V,, W linsieme delle
connessioni U localmente metriche, H, lo spazio di coomologia delle 1—forme di
V.. Se e soltanto se, I' & localmente metrica, in una qualsiasi rappresenta-
zione (1) di U, la 1-forma § = {, dx*, risulta chiusa e variabile in una stessa
classe di coomologia al variare di tale rappresentazione. Se si fa corrispondere
a T tale classe di coomologia, si ottiene una applicazione f: W —>H,, la quale
risulta surgettiva (ma non biettiva). La classe di coomologia nulla, o, proviene,
mediante f, da tutte ¢ sole le U € W globalmente metriche. Per ogni I' € W esi-
ste una metrica locale di 1, con tensore di transizione proporzionale al temsore

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca del C.N.R. n. 17.
(**) Nella seduta del 14 marzo 1964.
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di Kronecker 3. Se I non ammette una metrica globale, non esistono su V,
campi di temsori, non identicamente nulli, di ranghi diversi, paralleli ri-
spetto a r.

Nel n. 4 esamineremo le connessioni localmente metriche di una V, e
proveremo che, se il tensore di Ricci della connessione non ¢ mai nullo, essa
risulta di Weyl (cfr. Prop. VI). Daremo inoltre una proprietd caratteristica
delle connessioni localmente metriche, con tensore di Ricci mai nullo (cfr.
Prop. VII). Una analoga caratterizzazione sara data nel n. 3, per le con-
nessioni di una V, (# > 3) che ammettono una metrica globale di Einstein,
con curvatura scalare non nulla (cfr. Prop. VIII).

2. Diremo che su una varietd differenziabile V,, & data una metrica locale,
se & dato un ricoprimento aperto {Ug}ac g di V, e, per ogni « €8, una metrica
v definita in U, . Se {U,,Yq}uec g € una metrica locale di'V,,, per ogni o, fed,
o

con U,NUg==0, rimane determinato in U, N Uy il tensore, con un indice di
a a a

covarianza e uno di contravarianza, 2= vy (ove Y denota il tensore reci-
B B

a. a_
proco di ¥) le cui componenti, in coordinate locali, sono £; = ¥* vy Tale
a B B

tensore sard chiamato fensore di transizione della metrica locale {Uqg, Yo}
Per esso evidentemente si ha:

s

oed -

o B a a. B Q.
(1) ,ﬁé k=Fk (in coordinate locali: ézﬁ by = /e}), in Uy,n Uy 00, (5=0).
vy v

(2) vY=*#4Y (in coordinate locali: v;; = 4 v) , in Uy 0 Ug (F=9).
B B oa B B a

4=0, £=23 (3 tensore di Kronecker),

o

Dalle (1), (2) si ottiene det ” ,Z]’
p

=R

p
%= 3. Denoteremo poi con V l'operatore di derivazione covariante, rela-
a o

tivo a v, in U,.

a

Diremo che la metrica locale {U, , Y{uc g € dotata di una connessione glo-
o

bale, o che & una metrica locale a connessione, se esiste una connessione I,
definita globalmente in V,,, tale che, per ogni « €&, I' coincida con la con-

nessione della metrica v, in U, . Proviamo che:
o

ProOP. 1. —~ Condizione necessaria e sufficiente affinché la metrica locale
{UsrYlaca sia dotata di una connessione globale U' ¢ che, per ogni o ,p€d
o

con Uy NUg ==0, £ sia parallelo, rispetto a Y, in U, U;.
B a k

La condizione necessaria essendo evidente, dimostriamone la sufficienza.
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Se, per ogni «,P€d, con U,NUg==0, ¢ in UunUﬁ,V/ezo, si ha:

o o

a o
V\{.Y_|_YVY_‘\{VY—-O da cui VY—O Dunque in U, N Ug, ¢
a i i
=o0

tgrq
'@.{'@%Q

, cioe I' = F (' denotando la connessione relativa a vy in Ug). Su

) o B o o

V, resta cosi definita globalmente una connessione I' = {I'},.q, godente
a

della proprieta voluta.

In seguito ci occuperemo delle metriche locali per cui il tensore di transizio-
ne risulti proporzionale al tensore § di Kronecker. Per esse sussiste la seguente:
Prop. I1. - Séa {U, ,Y}ae g una metrica locale di V,, con tensore di transi-

a

a o a .
zione k= c 3 (¢ scalare positivo definito in U, N Up). Se su 'V, esiste un campo

B ‘
globale di tensori (non identicamente nullo) t, con i ranghi di covarianza e contra-
varianza diverst, tale che V t = o0, per ogni «€8; la metrica locale {U, , Y}a ed

e dotata di una connewzone globale U, ed inoltre U risulta globalmente memaz

Non ¢ restrittivo supporregliaperti U, semplicemente connessi (per esempio
sferoidi di un prefissato atlante). Se #+*% .., sono le componenti di #, sara
7 ==, supporremo allora »>s (in modo analogo si tratta l’altro caso). Posto

in U (¥ 2 €Q) cp = N @ = 'Ym} -Y,. ].thIkI o ko R pi e, lzlez:ﬂ‘“'j’kI-..kx,
si ha V,,Cp__a cp—o onde <p—cost > o0 in U,

Il tensore ¢ non ¢ maij nullo su V,,. Infatti I'insieme A dei punti di V,, in
cui ¢ si annulla ¢ un aperto (in quanto se in P ¢ ¢ = o, detto U, un aperto
di {Ug}ue g contenente P, risulta ¢ (P) = o, cio¢ ¢ =0 in U,, onde ¢ identi-

a a
camente nullo in U,), d’altra parte il complementare di A ¢ anche esso un
aperto (¢ essendo continuo), ma la V, & supposta connessa, onde (non potendo

A =V,) ¢ A =o. Risulta dunque ¢ > 0, per ogni x € d. Porremo ¢ = (¢)~".

o\r — § a a I
In U, " U; (5= 9) risulta ¢ = (c) @ e cioé: ¢ = ((p <p>r— s . Dunque le
g B o [ B

[+ 3 o

¢ sono costanti, cio¢ il tensore £= ¢ 3 ¢ parallelo, rispetto a v, in U, N Ug.

B B o

Per la Prop. I, allora {U,,Y}acg ¢ dotata di una connessione globale I'.
o

=

Denotato con V loperatore di derivazione covariante rispetto a I', sari
I

V V, per ogni « €d; e quindi, posto g (?p)'—‘ Y, ¢ Vg—o Cioé I' am-

mette come metrica locale, oltre alla {Ua ) Y}ae as anche la {U, ,g}aea
. . p r: s B ri s o
In ogni U, N Up (5=0), risulta g = (qJ) Y= (@) , € quindi, es-
B

¢
] l3
G\ (B
sendo <<P> = (‘P)

metrica ¢ = {U,, ¢} ¢

,&=g. In V, resta cosl definita globalmente la
f

o

o
¢
B .
a, che ammette come connessione I'.
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Dalla proposizione ora provata segue che:

ProP. I11. - Se I ¢ una connessione di V,, localmente, ma non globalmente,
metrica, e rvelativa ad una metvica locale con tensore di transizione proﬁorzz’onalz
a3, su 'V, ogni campo di tensori parallelo, con i ranghi di covarianza e contra-
varianza diversi, risulta identicamente nullo.

Nel numero successivo mostreremo, tra 'altro, che, se lo spazio di coo-
mologia unidimensionale di V, non si riduce allo zero, esistono connessioni
I, del tipo indicato nella Prop. III.

3. Sia I' una connessione di Weyl di V,, (cfr. n. 1). La rappresentazio-
ne (1) n. 1 di I' non & unica: per esempio, posto g;; = e2%g,;, ¥ = ¢, — 3, 6,
ove 0 & uno scalare di V,,, si prova facilmente (cfr. [2] p. 81) che I' ammette
una’rappresentazione analoga alla (1), rispetto ai nuovi tensori g;; e ¢, (tali
ultime rappresentazioni non sono perd le uniche). Si osservi infine che, sfrut-
tando la partizione dell'unitd di V,, [1] p. 3, [4] p. 328, si pud sempre
dotare V,, di una connessione di Weyl.

Denotato con V l'operatore di derivazione covariante fatta rispetto a I
si prova immediatamente che:

(2) V}zgz'j'l‘z“IJ;;gz'J':O'

Viceversa se I' & una connessione di V,, tale che, per un fissato campo di
vettori {, e per un fissato tensore metrico gi7» vale la (2), allora sussiste
la (1) (cfr. [2] p. 81), ciot I' & di Weyl. Osserviamo inoltre che dalla (2)
segue la:

(3) EnVi&ii =85V &im-

Viceversa se I' & una connessione di V, tale che, per un fissato tensore me-
trico g,;, sussiste la (3); posto 27y, = —g¥V,g,;, dalla (3) segue la (2),
cio¢ I' & una connessione di Weyl. Dunque una tale connessione si pud definire
mediante la (1), o la (2), o la (3).

Denotato con I'j; il tensore di curvatura di I', dalla (1) e dalla (2)
seguono immediatamente le:

(4) r fhk =7V, 4, —V, ¥
(5) Vis&ii —Vu&is = 28; V¥, —V, by

Se la connessione di Weyl I' & localmente ,metrica, dovra essere I",’:;,b =o0
(in quanto il tensore di curvatura di I' coincide con quello della metrica locale)
e quindi, per le (4) e (5), ¥, & irrotazionale e V,,g;,— V,, £,; = o. Viceversa
se Is = o, oppure V,,£;; — V,, £, = 0, per le (4) e (5) ¢, & irrotazionale.
Fissato un ricoprimento {U,},c g di V,, ove gli U, sono aperti semplicemente
connessi di V,,, per ogni U, esiste allora uno scalare 0, ivi definito, tale che in U,
Vi0a = 1,. Posto in U, :v,; = ¢*’ag,;, risulta per la (2), V, Yij = 0, cioé

o

in U, la connessione della metrica v,; coincide con I'. Dunque P ¢ localmente
o

22. — RENDICONTTI 1964, Vol. XXXVI, fasc. 3.
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metrica, ammettendo come metrica locale {U, , Y}o e q - Il tensore di transizione
o

o . o .
di {Ugy,Ylucgq risulta &= y* vy, = e~ %) 3. Si osservi infine che se {,
‘a . B g

¢ il gradiente di uno scalare 6 definito globalmente su V, ,I' risulta global-
mente metrica (basta porre yv;; = ¢2°g,; ed osservare che V,v,; = 0). Ne se-
gue che:

ProP. IV. — Condizione necessaria e sufficiente affinché una connessione di
Weyl T risulti localmente metrica é che Uyy = o, oppure che V w&ii— Vi &ij =0
oppure che Y, sia irrotazionale ([2] p. 81). Soddisfatte una di tali condizioni,
' ammette una metrica locale con tensove di transiziome proporzionale a 3. Se
poi b, & un gradiente, U' ¢ globalmente metrica. s

Sia I' una qualsiasi connessione di Weyl, e siano (g;;, ¥,), (£, ¥,) i ten-
sori relativi a due sue rappresentazioni del tipo (1). Posto ¢ = g,; £¥, si ha
evidentemente @ > o; inoltre dalla (2) e dalla V, g% = 2 '.Ijh £Y (che si de-
sume dalla (2) relativa alla rappresentazione (g;;, \E;,) di I') risulta 3, ¢ =
=29, — ¢,) e quindi tlj,, =, + 3,logJe. Se I' & globalmente metrica,
detta g;; una sua metrica, I' ammette una rappresentazione (1) con ¢, = o.
In ogni altra rappresentazione (1) allora, per quanto precede, Y, risulta un
gradiente. Si ha quindi la:

PrOP. V. — Se (g;;, %) e (&;7, :I;h) sono @ tensori di due rappresentazions
di una connessione U di Weyl, risulta CI;,, =14, 4+, logle, ove 9 =g, 57 (>o0).
Dungue al variare comungue della rappresentazione (1) di una fissata connes-
sione I' di Weyl, localmente metrica, la 1-forma chiusa O = Y, dx" varia in
una stessa classe di coomologia. U ¢ globalmente metrica se, e soltanto se, in una
qualsiasi rappresentazione (1), Y, risulta un gradiente.

Una connessione di Weyl localmente metrica determina quindi una
classe di coomologia 1-dimensionale. La corripondenza che cosi si ottiene é su,
ma non biunivoca. Infatti, fissato un tensore metrico g;; di V,, (e cio ¢ sempre
possibile in forza del teorema di Whitney, [5]) al variare comunque di ¢, si
ottengono, mediante la (1), connessioni di Weyl tutte tra loro distinte (in
forza della (2)), onde I'asserto. Osserviamo infine che, se I' & una qualsiasi
connessione di Weyl (1), non globalmente metrica, su V, non possono esistere
campi di tensori paralleli rispetto a I', di ranghi diversi, non identicamente
nulli; in quanto, se cosi fosse, denotato con @ (> 0) la norma rispetto a
g;; del tensore # (di ranghi 7»,s, con r==s) si avrebbe dalla (2) e dalla
V,g7 = 2g% Y, (che si desume dalla (2)), 3,9 =V, 9 =2(—7»)o¢,, cio¢
¢, sarebbe un gradiente, onde I' sarebbe metrica.

Da quanto ora provato e dalle proposizioni IV, V segue il teorema del n. 1.

4. In questo numero ci occuperemo delle connessioni I' localmente
metriche di una V,, con tensore di Ricci R;; mai nullo.
Si consideri una qualsiasi metrica locale di I', {U,, Y}oe g, ove gli aperti
q o el g P
o

U, (¥ a2 € &) possono supporsi semplicemente connessi. Dovra aversi — com’é
o
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noto —in U, (Ve ed),R,; = £*v;;, ove #* & la curvatura gaussiana di ¥.
a (o4

Risultando il tensore R;; mai nullo, dovra essere 4% =0, det || R, | ==o.
Posto allora £,= (47", in U,NUg(s=9) si ha v,;= £, R;;, ¥, = &R,
o i

a.

onde }g"j = k3 #* Y,;, cio¢ il tensore di transizione della metrica & £; = 43 4% 9;.
3

=

\

Inoltre 43 £*>o0 (in quanto vy e E sono definite positive), cio¢ £* e A8
(¢4
hanno lo stesso segno (v «,B €4d, tale che U,N U ==0), dunque il tensore

R;; (= %%v;;) ¢ definito ovunque positivo oppure ovunque negativo su V,.
o

Si consideri in V, il vettore ¢, = —% R7V,R,; (RY tensore reciproco di
R;j). In U,(v«€q) si ha (derivando covariantivamente v, = £, R,)
o

O log |4, |R;+V,R,; =0, da cui ¢ log|k,|=2¢, e quindi V,R,+
+ 24, R;;=o0. Posto g;; =cR,; (ove ¢ e =1 se R;; & definito positivo su
V., €= —1 nell’altro caso), il tensore g,; risulta definito positivo ed inoltre
V.&; + 2,8, =0, ossia I' & di Weyl. Si ottiene cosi la seguente

PrOP. VI. — In una V,, una qualsiasi connessione U localmente metrica,
con tensore di Ricci mai nullo, é una connessione di Weyl. Inoltre il tensore di
transizione di una arbitraria metrica locale di U ¢ proporzionale a 3.

Per una qualsiasi connessione I' di V, con tensore di Ricci, R, simmetrico
si ha:

©) VuR,;—V, R, =o.

Infatti, per l'identitd di Ricci, si ha: V,,R,; —V. R, = — R, R},, —
— Ric R}, (ove Rj'},k denota il tensore di curvatura di I'); da cui, risultando
R,=Rj;eR;;=R/i,=—R}..,Rio=Rin=—Rl:.,si ha V,,R,;— V.. R;;—o0
e quindi la (6).

Da quanto detto nel secondo capoverso di questo numero, dall’osserva-
zione contenuta nel secondo capoverso del n. 3, dalla (6) e dalla Prop. IV del
n. 3, si deduce facilmente la seguente caratterizzazione delle connessioni local-
mente metriche, con tensore di Ricci mai nullo, di una V,.

PrOP. VII. — Condizione necessaria e sufficiente affinché una connessione I’
di V., con tensore di Ricci R;; mai nullo, sia localmente metrica é che il tensore
R,, sia simmetrico e definito ovunque positivo o negativo, ed inoltre si abbia

(7) RimV; R,y =R;;V, Ry

5. Proviamo infine la seguente proposizione che di una caratterizzazione
delle connessioni di una V, (% > 3) che ammettono una metrica globale di
Einstein, con curvatura scalare diversa da zero.

Prop. VIIL. — Se 4/ tensore di Ricci R,; (a priori non simmetrico) di una
connessione T di 'V, (n > 3) soddisfa alle:

®)  RemV,Ro=Re)V,Rum , VR =V, Ry, det || Ryl =0,
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U risulta globalmente metrica, con metrica di Einstein (in generale non definita
positiva) a curvatura scalare ==o. E viceversa.

Dalle (8), da quanto detto nel secondo capoverso del n. 3 e dalla Prop. IV
del n. 3, segue che I' & una connessione di Weyl localmente metrica, con me-
trica locale {U,, v} (ove gli aperti U, sono semplicemente connessi) data da

: a

Y;; = £ R (k==0), cfr. quarto capoverso n. 3. Il tensore di Ricci di ¥ (Vv «€d)
(21 a o (21

coincide con quello di I, cio¢ con R;;; onde R;; = R;;,Y,; = #R;; ed inoltre
(per il teorema di Schur) £ = cost. Dunque Vh‘Y,-j =4V, R;; =0, cio¢

V, R,; = o0, ne segue che I' ammette come metrica globale R_;, onde I’asserto
h N7 24 17
(il viceversa essendo ovvio).
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