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G e o m e tr ia .  —- S u lle  co n n essio n i d i  W e y l loca lm ente m etriche {* (**)\  
N o ta  di G i u s e p p e  T a l l i n i , p r e s e n t a t a ^  dal Socio B . S e g r e .

1. D enoterem o nel seguito con V n una varie tà  differenziabile, connessa, 
di dim ensione n e di classe Cco ([4] p. 108, [1] p. 1). Supporrem o, per sem ­
plicità , gli en ti che considererem o in V n sem pre di classe C°° ; ino ltre  le m e tri­
che definite su V n , o su suoi aperti saranno (salvo avviso contrario) definite 
positive e le connessioni sim m etriche.

U na connessione V di V n , [3], la direm o l o c a l m e n t e  m e t r i c a ,  
se esiste un ricoprim ento  aperto  {Ua }a e a  di V„ e per ogni a e r i ,  una m etrica  y

a
definite in U a , tale che in U a la connessione m etrica di y coincida con r .  Chia-

a
m erem o tensore di transizione di una tale m etrica locale, il tensore definito 

in U a nU |3 a ,  P e r i ,  con U a n  U p ~!= 0), dato  da k) =  f s ysJ (ove y è il
13 pa

tensore reciproco di y). k  r isu lta  m anifestam ente parallelo risp e tto  a F.
a  |3

U na connessione T di Y n , dicesi d i  W e y l ,  [2] p. 81, se essa può 
rappresentarsi, alm eno in un modo, nella forma:

( 0  ù  =  m  +  s;: b  +  si b — gjh L

ove g jh1 \ jk  \ ’ L  sono rispettivam ente: un tensore m etrico, i simboli di Chri-

stoffel di tale tensore, un  v etto re  covarian te di V n e si è posto <]/ =  g ù
Il presen te lavoro è dedicato  allo studio delle connessioni di W eyl local­

m ente m etriche. Precisam ente, dopo aver esposto nel n. 2 alcune nozioni 
generali sulle m etriche locali di una V*, nel n. 3, fa tti  alcuni richiam i sulle 
connessioni di W eyl, ci occuperemo di quelle localm ente m etriche e p rove­
remo il seguente:

TEOREM A. -  S ia  T una connessione d i W eyl d i V n , W  Vinsieme delle 
connessioni r  localmente metriche, rifi lo spazio d i coomologia delle i-form e d i 
V». Se e soltanto se} T è localmente metrica , in  una qualsiasi rappresenta­
zione (1) d i  I \  la \~form a  ^ dxh, risulta chiusa e variabile in  una stessa 
classe d i coomologia a l variare d i tale rappresentazione. Se s i f a  corrispondere 
a F tale classe d i coomologia, s i ottiene una applicazione / :  W -> H X, la quale 
risulta  surgettiva (ma non biettiva). L a  classe d i coomologia nulla, o, proviene , 
mediante f ,  da tutte e sole le T e W  globalmente metriche. Per ogni F e W  esi­
ste una metrica locale d i  T, con tensore d i transizione proporzionale a l tensore

(*) Lavoro eseguito nell’am bito del Gruppo di Ricerca del C.N.R. n. 17.
(**) Nella seduta del 14 marzo 1964.
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d i Kronecker §. Se  T non ammette una metrica globale, non esistono su V n 
cam pi d i tensori, non identicamente n u lli , d i ranghi d iversi, paralleli r i­
spetto a r.

Nel n. 4 esam inerem o le connessioni localm ente m etriche di una V 2 e 
proverem o che, se il tensore di Ricci della connessione non è m ai nullo, essa 
risu lta  di W eyl (cfr. Prop. V I). D arem o inoltre una proprie tà  ca ra tte ris tica  
delle connessioni localm ente m etriche, con tensore di Ricci m ai nullo (cfr. 
Prop. V II). U n a  analoga caratterizzazione sarà d a ta  nel n. 5, per le con­
nessioni di una V n (n >  3) che am m ettono una m etrica globale di E instein, 
con cu rv a tu ra  scalare non nulla (cfr. Prop. V i l i ) .

2. D irem o che su una v arie tà  differenziabile V n è d a ta  una metrica locale, 
se è dato  un ricoprim ento  aperto  {Ua }ae(^ di V n e, per ogni oc e d  , una m etrica 
Y definita in U a . Se {U a , Y«}a e a  è una m etrica locale di V n , per ogni oc, p e d ,
a
con rim ane determ inato  in U a n U p  il tensore, con un indice di

a a a
covarianza e uno di contra  varianza, k  =  y y (ove y denota il tensore reci-

P P
a . a

proco di y) le cui com ponenti, in coordinate locali, sono h) =  Y s Ysj  • T ale
P P

tensore sarà chiam ato  tensore d i transizione  della m etrica locale {Ua , Ya }aGa  • 
Per esso ev identem ente si ha:

( 0
a  (3 a
k  k  — k
P Y Y

a .  (3 a . \
in coordinate locali: Jis k) =  Uj , in u a n  u (}n U Y(=|=0).

P Y Y /

a
(2) Y =  k  y

|3 (3 a
in coordinate locali: y0- =  k\ ySJ-) , in U a n  U« (=j- 0)-

P P « j

Dalle (1), (2) si o ttiene det
a .
k)
|3

a
|= o , k  — S (S tensore di K ronecker),

a
a P
k  k  == S. D enoterem o poi con V l’operatore di derivazione covariante, rela-
P a  a

tivo a y, in U u .
a

Direm o che la m etrica locale {Ua , y}ae d  è dotata d i  una connessione glo-
a

baie, o che è una metrica locale a connessione, se esiste una connessione T, 
definita g lobalm ente in Y n , tale che, per ogni a € d , T coincida con la con­
nessione della m etrica  y, in U a . Proviam o che:

a  ■ .

PROP. I .  — Condizione necessaria e sufficiente affinchè la metrica locale 
{Ua > Y}a g 61 s^a dotata d i una connessione globale P  è che, per ogni a , (3 e d

a
a

con U a n Up 0, k sia parallelo , rispetto a y, in  U a f lU p .
P a

L a condizione necessaria essendo evidente, dim ostriam one la sufficienza.
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Se, per ogni oc , p e 61, ' con U a nU |5=f=0 > è in U 0 n U p  , V £ =  o, si ha:
a pa a a a

V k =  V Y • Y +  T V y == y V y — o, da cui V y  =  o. D unque in U a n  Up , è
a p a p a p a p  a(3
V y =  o, cioè r  =  r  ( r  denotando la connessione re la tiva  a y in U a). Su
a (3 a p a a
V n resta  così definita g lobalm ente una connessione T =  { r j aG a) godente

a
della p roprie tà  voluta.

In  seguito ci occuperemo delle m etriche locali per cui il tensore di transizio­
ne risulti proporzionale al tensore § di Kronecker. Per esse sussiste la seguente:

P ro p . II. - S i a  {Ua , y ] aG & una metrica locale d i V n con tensore d i tr  ansi­
cia a a

zione k =  c 8 (c scalare positivo definito in  U a n  Un). Se su  V n esiste un  campo 
P . P P.

globale d i tensori (non identicamente nullo) t, con i ranghi d i covarianza e contra­
varianza diversi, tale che V t =  o, per ogni a e d ;  la metrica locale [U a , y}ae&

a a
e dotata d i una connessione globale P, ed inoltre V risulta globalmente metrica.

Non è re strittiv o  supporre gli aperti U a sem plicem ente connessi (per esempio 
sferoidi di un prefissato atlan te). Se t* * ' " ^ s o n o  le com ponenti di /, sarà 
r~\-sy supporrem o allora (in modo analogo si t r a t ta  l ’altro  caso). Posto

in U a (y -« e 61) 9 =  N (t) =  yiiA ■ ■ • ,
a a a a

si ha 9 =  dh 9 =  o, onde 9 — cost. >  o in U a .
a a a a

Il tensore t non è mai nullo su V n . In fa tti l ’insieme A dei pun ti di V n in
cui t  si annulla è un aperto  (in quanto  se in P è t  =  o, detto  U a un aperto
di {Ua }aG & contenente P, risu lta  9 (P) =  o, cioè 9 =  0 in U a , onde t  iden ti­

ci a
cam ente nullo in U a), d ’a ltra  p a rte  il com plem entare di A è anche esso un 
aperto  (t essendo continuo), m a la V n è supposta connessa, onde (non potendo

a
A =  V w) è A =  0. R isu lta  dunque 9 >► o, per ogni a e d . Porrem o 9 =  (9)""1.

In U a nU ,3 (=|= 0) risu lta  9 = 9 e cioè: £ = 9 9
a p \ P

. D unque le

c sono costanti, cioè il tensore k  =  c 8 è parallelo, rispetto  a y, in U a O U r .
P p p a

Per la Prop. I, allora [U a , y}a e d  è d o ta ta  di una connessione globale IY
a

D enotato  con V l’operatore di derivazione covariante rispetto  a F, sarà 

V == V, per ogni a € d ; e quindi, posto g  =  f 9 V “ f y, è V g =  o. Cioè T am -
a a \  / a a

m ette  come m etrica locale, o ltre  alla {Ua ,y ] a e ^ ,  anche la {U„ ,,<r}aoci •

In  ogni U a H U,, ( 0), risu lta  g  =  (<p
r 19

c y , e quindi, es-
P a

sendo^9 j r f = ^ 9 j s c , g  = g .  In  V n resta  così definita g lobalm ente la 

m etrica g  =  {Utt ,g}  G(̂  , che am m ette  come connessione T.
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D alla proposizione ora p ro v a ta  segue che:
PROP. II I . - S e  r  è una connessione d i V n localmente, ma non globalmente, 

metrica , e relativa ad  una metrica locale con tensore d i transizione proporzionale 
a su V n ogni campo di tensori parallelo, con i ranghi d i covarianza e contra­
varianza diversi, risulta identicamente nullo .

Nel num ero successivo m ostrerem o, tra  l’altro, che, se lo spazio di coo­
mologia unidim ensionale di V n non si riduce allo zero, esistono connessioni 
r ,  del tipo indicato nella Prop. II I .

3. Sia r  una connessione di W eyl di N n (cfr. n. 1). L a rappresentazio­
ne (1) n. 1 di T non è unica: per esempio, posto g-j =  e2dg iy- , ip* =  ^  6,
ove 6 è uno scalare di V w, si prova facilm ente (cfr. [2] p. 81) che T am m ette 
una rappresentazione analoga alla (i)', rispetto  ai nuovi tensori g{j e (tali 
ultim e rappresentazioni non sono però le uniche). Si osservi infine che, sfru t­
tando la partizione dell’un ità  di Vw, ' [ i ] - p .  3, [4] p. 328, si può sem pre 
dotare V w di una connessione di Weyl.

D enotato  con V l’operatore di derivazione covariante fa tta  rispetto  a T 
si prova im m ediatam ente che:

(2) Vkgij  +  2 Ì>kgtj =  °-

Viceversa se T è una connessione di V n , tale che, per un  fissato campo di 
vettori e per un fissato tensore m etrico g {jì vale la (2), allora sussiste 
la (1) (cfr. [2] p. 81), cioè T è di W eyl. Osserviamo inoltre che dalla (2) 
segue la:

(3) glm V, gij =  gij V, glm .

Viceversa se V è una connessione di V n tale che, per un fissato tensore me- 
trico g {J-, sussiste la (3); posto 2 n =  —  g# V hg 0-, dalla (3) segue la (2), 
cioè T è una connessione di Weyl. D unque una tale connessione si può definire 
m ediante la (1), o la (2), o la (3).

D enotato  con Vjhk il tensore di cu rvatu ra  di T, dalla (1) e dàlia (2) 
seguono im m ediatam ente le:

(4) =  » (v , — v 4

(5) v „  g t j — s khgij =  2gij  (v4 ^  —  y 4 <K).

Se la connessione di W eyl T è localm ente m etrica, dovrà essere Vliìlk =  o 
(in quanto  il tensore di cu rv a tu ra  di T coincide con quello della m etrica locale) 
e quindi, per le (4) e (5), ^  è irrotazionale e Vikg iJ— Va  g ij =  o. Viceversa 
se T]hk =  o, oppure V kkg;j — S khgij  — o, per le (4) e (5) è irrotazionale. 
Fissato un ricoprim ento {Ua }a e a  di V M, ove gli U a sono aperti semplicem ente 
connessi di V „ ,; per ogni U a esiste allora uno scalare 0a ivi definito, tale che in U a 
V/; 0<* =  'L  • Posto in U a : Y,y = ri sul t a per la (2), Vh =  o, cioè

a a

in U a la connessione della m etrica coincide con T. D unque T è localm ente

22. —  RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 3 .
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m etrica, am m ettendo come m etrica locale {Ua , Y}ae & • P  tensore di transizione
a

a . a .
di {Ua , y}ae a  risu lta k} =  Y s ysi =  a §}. Si osservi infine che se 4^

a P P
è il gradiente di uno scalare 6 definito globalm ente su V„ , F risu lta global­
m ente m etrica (basta porre Y,y =  e**0 g {j  ed osservare che VA Y*y =  o). Ne se­
gue che:

PROP. IV. — Condizione necessaria e sufficiente affinchè una connessione d i 
Weyl r  risu lti localmente metrica è che T)hk =  o, oppure che VhkSij— Vkh gij  =  o, 
oppure che sia irrotazionale ([2] p. 81). Soddisfatte una d i tali condizioni, 
r  ammette una metrica locale con tensore d i transizione proporzionale a 8. Se 
poi è un gradiente , T è globalmente metrica.

Sia r  una qualsiasi connessione di Weyl, e siano , 4*) , (g i j , 4a) i ten ­
sori relativi a due sue rappresentazioni del tipo (1). Posto 9 =  g i j g ij\ si ha 
evidentem ente 9 ;> o ; inoltre dalla (2) e dalla V h g ij‘ =  2 §h g ij (che si de- 
sume dalla (2) re la tiva  alla rappresentazione (g^-, 4*) di T) risu lta  dh 9 =  
— 2 9 (4  ̂—  4*) e quindi -f- dh log j/9 . Se T è globalm ente m etrica,
d e tta  g {j una sua m etrica, T am m étte una rappresentazione (1) con 4* =  o. 
In  ogni a ltra  rappresentazione (1) allora, per quanto  precede, 4  ̂ risu lta  un 
gradiente. Si ha quindi la:

P r o p . V. -  Se (g iy- , 4*) £ ( j V  , 4j  sono i  tensori d i due rappresentazioni
d i una connessione P d i W eyl, risulta  4a — 4  ̂+  ^  log |/9 , 9 = ^ , y Ì ,y( >  °)-
Dunque a l variare comunque della rappresentazione (1) d i una fissata  connes­
sione r  d i W eyl, localmente metrica , 1 -form a chiusa 4 =  4* d x ìl varia in
una stessa classe d i coomologia. T è globalmente metrica se, £ soltanto se, 
qualsiasi rappresentazione (1), 4* risulta Un  gradiente.

U na connessione di W eyl localmente m etrica determ ina quindi una 
classe di coomologia 1-dim ensionale. L a corripondenza che così si ottiene è su , 
ma npn biunivoca. In fa tti, fissato un tensore m etrico g {j di V „\(e  ciò è sempre 
possibile in forza del teorem a di W hitney, [5]) al variare com unque di 4  ̂ si 
ottengono, m ediante la (1), connessioni di W eyl tu tte  tra  loro d istin te  (in 
forza della (2)), onde l’asserto. Osserviamo infine che, se T  è una qualsiasi 
connessione di W eyl (1), non globalm ente m etrica, su ~Vn non possono esistere 
cam pi di tensori paralleli risp e tto  a T, di ranghi diversi, non identicam ente 
nulli; in quanto , se così fosse, deno tato  con 9 ( > o )  la norm a risp e tto  a 
gtj del tensore t  (di ranghi r , s ì con r f f i s )  si avrebbe dalla (2) e dalla 
V hg ij =  2g ijf i h (che si desume dalla (2)), dh 9 =  Vh 9 =  2 ( s — r ) 9  4^, cioè 
4  ̂ sarebbe un  grad ien te, onde T  sarebbe m etrica.

D a quanto  ora provato  e dalle proposizioni IV, V segue il teorem a del n. 1.

4. In  questo num ero ci occuperemo delle connessioni T  localm ente 
m etriche di una V 2, con tensore di Ricci R^- m ai nullo.

Si consideri una qualsiasi m etrica locale di r ,  [U a , Y}«e a  > ove gli aperti
a

U« (¥<*€&) possono supporsi semplicemente connessi. D ovrà aversi -  com ’è
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noto -  in U a (y-a e 61) , R.y =  ka y ty, ove ka è la cu rvatu ra  gaussiana di y.
a a

R isultando il tensore R-y m ai nullo, dovrà essere ka =1= o, det || R.y || =|= o. 
Posto allora ka = { k a) ~ \  in Uan U f ( ^ « )  si ha y ,7 =  ka R , y tì =  R,.y ,

a (3
a .

onde y,y =  yéj3 ka yf7, cioè il tensore di transizione della m etrica è Uy =  /§«/èa S}.
P a ' p

Inoltre ka >  o (in quanto  y e y sono definite positive), cioè k°- e ^
« p

hanno lo stesso segno ( f  a c e t i ,  tale che U a f i U p^ 0 ) ,  dunque il tensore 
R /y (== Y*y) è definito ovunque positivo oppure ovunque negativo su V 2.

a

Si consideri in V s il vetto re ^  =  — — R !> VA R,7 (R ‘>' tensore reciproco di 

R,y)- In  U a ( v a e t l )  si ha (derivando covariantivam ente =  ka R !y.)
a

dh I K  | R,-y +  V, R fy =  o, da cui dk log | ka \ =  2 e quindi V k R 0- +  
+  24^ R ?y — °* Posto g {J- =  eR,.y (ove è £ =  1 se R iy è definito positivo su 
V 2, s =  — 1 nell’altro  caso), il tensore g-y risu lta  definito positivo ed inoltre 
^hS i j  +  2 ^hSij  =  o, ossia P è di W eyl. Si ottiene così la seguente

P r o p . V I. -  In  una  V 2, una qualsiasi connessione T localmente metrica , 
tensore d i R icci m ai nullo , £ 2^# connessione d i Weyl. Inoltre i l  tensore d i 

transizione d i  una arbitraria metrica locale d i  T è proporzionale a 8.
Per una qualsiasi connessione T di V 2 con tensore di Ricci, R .y , simmetrico 

si ha:

(6) y h i  R;./ VM R,-y =  o .

In fatti, per l’iden tità  di Ricci, si ha: VI2 R,y —  V2[ R,y =  — R„- R (I2 —
—  r  i, r ; I2 (ove R)hk denota il tensore di cu rvatura di F); da cui, risultando

R^y-Ry*-e R»i =  ‘R*?i a = —-R L u  R*a =  R L i= —  R*i2, si ha VI2R,y—  V2I R/y= o  
e quindi la (6).

D a quanto  detto  nel secondo capo verso di questo numero, dall’osserva­
zione contenuta nel secondo capo verso del n. 3, dalla (6) e dalla Prop. IV  del 
n. 3, si deduce facilm ente la seguente caratterizzazione delle connessioni local­
m ente m etriche, con tensore di Ricci mai nullo, di una V 2.

PROP. VII .  -  Condizione necessaria e sufficiente affinché una connessione T 
di V 2, con tensore di Ricci R t J- m ai nullo , sia localmente metrica è che i l  tensore 
R tJ sia simmetrico e definito ovunque positivo 0 negativo, ed inoltre si abbia

(7) R ^V ,R ,y =  R/yV,R/w.

5. Proviam o infine la seguente proposizione che dà una caratterizzazione 
delle connessioni di una N n (n >  3) che am m ettono una m etrica globale di 
E instein, con; cu rvatu ra  scalare diversa da zero.

P rop . V i l i .  — Se i l  tensore di Ricci R ZJ, (a p riori non simmetrico) d i una  
connessione T d i V n (n >  3) soddisfa alle:

(8) R(im) V, R(*y) =  R(z>') V, R(im) , VM R(2y) =  Vkh R(y), det j| R^y) || =|= o ,
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r  risulta globalmente metricay con metrica d i E instein  (in generale non definita 
positiva) a curvatura scalare =j= o. E  viceversa.

Dalle (8), da quanto  detto  nel secondo capo verso del n. 3 e dalla Prop. IV 
del n. 3, segue che T è una connessione di Weyl localmente m etrica, con m e­
trica locale {Ua , y} (ove gli aperti U a sono semplicemente connessi) d a ta  da

a

yzy = /èR(zy)(/è=j=o), cfr. quarto  capoverso n. 3. Il tensore di Ricci di f  (v  oced)
a a a a

coincide con quello di T, cioè con R^-; onde R^. =  K j - , yzy =  k  R zy ed inoltre
a a

(per il teorem a di Schur) k — cost. Dunque V h =  k  R*y =  o , cioè
a a a

R {j  =  o , ne segue che P  am m ette come m etrica globale R zy, onde l’asserto 
(il viceversa essendo ovvio).
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