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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Matematica. — Sottopiani non-Desarguesiani di piani finiti. 
N ota di D a n i e l  R. H u g h e s  n , presen ta ta  (* (**)#) dal Socio B. S e g r e .

1. I n t r o d u z i o n e .  -  In  una conferenza del 1963, R. H. Bruck ha posto 
la seguente dom anda: Ci sono piani finiti con sottopiani propri non-D esar­
guesiani ? E sorprendente che tale dom anda possa tu tto ra  essere aperta; 
e qui m ostrerem o che ci sono m olti piani finiti con sottopiani propri non-D e- 
sarguesiani. Più particolarm ente, studierem o una classe di piani sopra quasi- 
corpi distributiv i; in questo caso, basterà studiare i sottoquasicorpi d istribu­
tivi.

A dotterem o la term inologia di [3], per esempio, eccetto che usiamo il 
term ine sottopiano di Baer per indicare un sottopiano tc0 di un piano tu, tale 
che l ’ordine di 7u0 sia la radice quad ra ta  dell’ordine di n. Inoltre, diremo che 
una collineazione di 7u che fissi tu tti  i punti, e tu tte  le re tte , di un  sottopiano 
Tu0 di Baer è una collineazione d i Baer\ una involuzione di Baer è una colli­
neazione di Baer che sia ciclica d ’ordine due. U n  ben noto teorem a di Baer ([3]) 
dice che una collineazione d ’ordine due o è centrale o è u n ’involuzione di- 
Baer.

U n  quasicorpo è notoriam ente un insieme Q con due operazioni binarie, 
addizione e moltiplicazione, tali che:

( 0  (Q , + )  è un gruppo, il cui elemento neutro denotiam o con o;
(2) (Q*, •), dove Q* è l ’insieme degli elementi =J= o, è un capio (in 

inglese: « loop »); ciò vuol dire che, in Q*, l’equazione xy  =  z è tale che due 
qualunque elem enti determ inano unicam ente il terzo, e v ’è un elem ento 1 
tale che 1 x  =  x  1 — t ,  per ogni x ;

(3) x  (y  +  z) =  xy  +  xz, per ogni scelta d i■ x  , y  , z  in Q;
(4) o x  =  o, per ogni x  in Q.

U n  quasicorpo distributivo, è un  quasicorpo O che soddisfi anche alla
(5) (x +  y) z =  xz  -f- yz, per ogni scelta di x  , y  , z in Q.

A m m etterem o sempre che tu tti  i quasicorpi considerati siano f i n i t i .
E ovvio che cosa debba intendersi per sottoquasi corpo (distributivo o no) di 
un  dato  quasicorpo. Il teorem a di Baer, citato  sopra, im plica che un  autom or- 
fismo d ’ordine due di un quasicorpo (distributivo) Q debba fissare tu t t i  gli 
elem enti di un sottoquasicorpo (distributivo) Q0 di Q, dove gli ordini | Q |,
| Qo | di Q , Q0 soddisfano alla | Q | =  | Q0 |2. (Il fa tto  che Q0 sia chiuso r i­
spetto  alla m oltiplicazione non è del tu tto  banale; desidero ringraziare M. V. 
D. Burmesteii* per avermelo m ostrato, sebbene ciò non sia im portan te per il

(*) Supported in  p a rt by  the N ational Science Foundation under g ran t NSF 0-18912 . 
L ’A utore desidera ringraziare V. Corbas per alcune u tili conversazioni su questo lavoro.

(**) Nella seduta del 14 marzo 1964.



seguito, perché è ovvio che un sottoquasicorpo definisce un sottopiano, e questo 
basterà per i nostri esempi). Ricordiamo infine che il piano sopra un quasi- 
corpo d istributivo Q è Desarguesiano se, é soltanto se, Q è associativo.

2. Quasicorpi distributivi. -  Scriviamo, brevem ente, QD per quasicor- 
po d istributivo. A nz itu tto , definiamo una classe particolare di QD (Cfr. [2]). 
Sia R uno spazio vettoriale di dimensione due sopra un  campo F  con elem enti 
base 1, X, sicché possiamo scrivere R =  {x  +  Xy}, per x  ,y  variabili in F. 
Siano dQ e d x elem enti di F, e cr autom orfism o di F, tali che

(1) w 1+G =  dQ dz w  non abbia soluzioni w  in F.

Se F  non è d ’ordine primo, e se cj =j= 1, è sempre possibile scegliere d0 
e d x in modo tale che la (1) risulti soddisfatta.

Definiamo una m oltiplicazione in R, nel modo seguente:

(2) (x -f- Xy) (u +  Xv) =  (pcu +  dQ y G v) +  X (yu  +  ;r° v +  d z y G v).

A llora R  risu lta  un  QD, che non è mai associativo se cr' =J= 1. R ha ovviam ente 
il sottoQD: F  — {x  +  Xo}, m a F  è associativo (tu tte  le dim ostrazioni tro- 
vansi in [2]); determ inerem o tu tta v ia  dei sottoQD non-associativi.

Sia K  un  sottocam po di F, e sia R K il sottoinsiem e di R form ato dagli 
elem enti a +  Xò, dove a, b variano in K. C hiaram ente R K sarà un  sottoQD 
sé, e soltanto  se, d0 e d x sono in K; g è un  automorfismo di K (naturalm ente 
solo nel caso finito), e, inoltre, R K risulta non-associativo se, e soltanto  se, cr 
subordina l’iden tità  in K. Indichiam o con Fa il sottocam po di F  form ato dagli 
elem enti che restano fissi per un dato  automorfismo oc.

L emma i . -  RK è un sottoQD'se, e soltanto se, dQ e d x sono in K. Se Rk è 
un sottoQD, allora Rk è associativo se, e soltanto se, K è contenuto in F c .

Dimostrazione. - L a  prima, parte  è già s ta ta  dianzi stabilita . Per la 
seconda, vediamo che a induce l’iden tità  su K se, e soltanto se, K è conte­
nuto  nell’insieme degli elem enti fissi per a, cioè in Fc .

O ra è ovvio che | R  | =  | Rk |V  dove n denoti la dimensione di F sopra K. 
E possibile dim ostrare il viceversa ? Cioè, dato n, si t ra tta  di trovare F e K, 
in modo che la dimensione di F  sopra K sia n, e RK sia un sottoQD, no n - 
associativo.

A  tal uopo, dato  un num ero primo p  =j= 2, e l’intero n >  o, scegliamo 
un num ero prim o 2, e g l’in teri r  >  o e m >  o, tali che:
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(3) n ^  0 (mod q),

(4 ) p r =  —  1 (mod. q),

(S) pm j (mod. e m >  r.

Incominciamo con lo stabilire il
LEMMA 2. -  Se p, q, r, m, n soddisfano alle (3), (4), (5), allora esiste un 

elemento dQ di G F (Kp m) che non si può scrivere sotto la fo rm a d Q =  x I+tr p er 
nessun x  d i G F (p mn).
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Dimostrazione. -  Si t ra t ta  di far vedere che non tu tti  gli elem enti di 
GF (pm) sono potenze (1 +  p r)-esime in G F (pmn). O ra G F (pm) consiste e sa tta ­
m ente delle potenze (pmn—  1 ) f p m —  i)-esim e in G F sarà quindi suffi­
ciente m ostrare che esiste un  num ero primo che divide .p™ — 1 e p r -f- 1, 
m a non divide (pmn — 1 )j{pm— 1). Ma:

p m — 1 (mod q) im plica p mn =  1 (mod q), ossia q divide p mn—  1; 
p r =  —  1 (mod q) im plica che q divide p r -f- 1;
(jPmn —  l)l(pm ---  i) =  p**(" — *) - f  pm(n — a) _|_ . . . +  p m I

=  i +  .1 +  • • • +  i =  n (mod q). sicché q non divide n. 
P ertan to  q è un  tale primo, onde l’asserto.

Teorema 1. — Dato un numero primo p  =j= 2, e un intero n >> o, esistono 
un campo F  =  G F (pmn), elementi dQ , d x di F, ed un automorfismo a di F, 
tali chey se K  =  G F (pm), il  QD R possiede un sottoQD R k, non-associativo.

Dimostrazione. -  Scegliamo q ym  , r  in modo che le (3), (4), (5), siano 
soddisfatte; sia d x =  o, ed dQ un  elem ento di G F (p m) che (lemma 2) non sia 
della forma dQ — x I+t r, con x  in G F ('p mn). Si definisca a assumendo y a =  y T , 
per ogni y  in G F (pnm). Poiché r  <C m, ne consegue che a non induce l’iden tità  
su K' =  G F (pm); e ciò com pleta la dimostrazione.

Se n è pari, allora R contiene anche il sotto-Q D  G F (p 2m), e quindi R 
contiene due sottoQD dello stesso ordine, non-isomorfi.

Più generalm ente, se dQ è in Fa , la corrispondenza x  +  \y  -> x a +  \y a 
è un  automorfismo di R che fissa Rpa , onde quest’ultim o insieme è un 
sottoQD, perché contiene d0.

T eorem a 2. — Usando la costruzione del Teorema 1, nelV ipotesi che sia 
n =  2, il  piano sopra R viene a contenere due sottopiani di Baer non-isomorfi, 
di cui uno Desarguesiano, ciascuno formato dalV insieme degli elementi fiss i per 
un'involuzione di Baer. Inoltre, le due involuzioni di Baer risultano fra  loro 
permutabili.

D imostrazione. Poiché n — 2, abbiam o un sottoQD, Rk ; esiste inoltre 
un autopiorfism o a di F, d ’ordine due, i cui elementi fissi sono esattam ente 
gli elem enti di K. O tteniam o cosi uno dei sottopiani di Baer, con la relativa 
involuzione di Baer; e questo sottopiano è non—Desarguesiano! Per l’altro, 
usiamo il sottoQD F; l’automorfismo ad esso relativo sarà la corrispondenza 
x  +  \ y  x  —  \y .

Per esempio, esiste un piano d'ordine 316, con due sottopiani di ordine 38, 
non-isomorfi. Qui abbiam o usato il teor. 2 con p  =  3 , q =  5 , r  =  2 , m — 4.

3. Osservazioni. -  Senza dimostrazione o spiegazione, affermiamo 
che putti i piani d ’A ndré ([3]) sono sottopiani propri di altri piani d ’André. 
Il sottòinsiem e dei piani d ’A ndré che am m ettono coordinate in un quasicorpo 
associativo, si trovano come sottopiani propri di altri piani dello stesso tipo. 
M a posseggono forse tu tti  i piani finiti questa proprietà ? 0  meglio: dato 
un piano n, anche infinito, esiste un piano 7  ̂ che possegga n come sottopiano di 
Baer ? (N aturalm ente, la definizione di sottopiano di Baer nel caso infinito 
va d a ta  altrim enti). In particolare, esiste u n ’involuzione di Baer di izly.
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i cui elem enti fissi siano i pun ti e le re tte  di tu ? già per una classe semplice 
come i piani di H all ([1]), questo problem a sem bra difficile.

Bibliografia.

[1] M. Hall, Jr., The Theory of Groups, New York 1958.
[2] D. R. Hughes e E. Kleinfeld, Seminuclear extensions of Galois Fields, « Amer. J. Math. »,

82, 389-392 (1960)-
[3] G. PlCKERT, Projektive Ebenen, Berlin 1955.


