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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sottopiani non-Desarguesiani di piani finiti.
Nota di Danier R. HuceHEes O, presentata ™ dal Socio B. SEGRE.

1. INTRODUZIONE. — In una conferenza del 1963, R. H. Bruck ha posto
la seguente domanda: Ci sono piani finiti con sottopiani propri non-Desar-
guesiani ? E sorprendente che tale domanda possa tuttora essere aperta;
e qui mostreremo che ci sono molti piani finiti con sottopiani propri non-De-
sarguesiani. Pili particolarmente, studieremo una classe di piani sopra quasi-
corpi distributivi; in questo caso, basterd studiare i sottoquasicorpi distribu-
tivi.

Adotteremo la terminologia di [3], per esempio, eccetto che usiamo il
termine soffopiano di Baer per indicare un sottopiano m, diun piano T, tale
che T'ordine di =, sia la radice quadrata dell’ordine di 7. Inoltre, diremo che
una collineazione di = che fissi tutti i punti, e tutte le rette, di un sottopiano
7, di Baer € una collineazione di Baer; una involuszione di Baer & una colli-
neazione di Baer che sia ciclica d’ordine due. Un ben noto teorema di Baer ([3])
dice che una collineazione d’ordine due o ¢ centrale o & un’involuzione di .
Baer.

Un guasicorpo ¢ notoriamente un insieme Q con due operazioni binarie,
addizione e moltiplicazione, tali che:

(1) Q, +) & un gruppo, il cui elemento neutro denotiamo con o;

(2) Q% -), dove Q* ¢ l'insieme degli elementi ==0, & un capio (in
inglese: «loop »); cid vuol dire che, in Q¥ I'equazione xy = z & tale che due
qualunque elementi determinano unicamente il terzo, e v’¢ un elemento I
tale che 1x =x1 =x, per ogni z;

(3) * (¥ + 2) = xy + x2z, per ogni scelta di x,y,z in Q;

(4) ox = 0, per ogni ¥ in Q.

Un quasicorpo distributivo, ¢ un quasicorpo Q che soddisfi anche alla

(5) (* + )2z = x2 4 yz, per ogni scelta di x,y,z in Q.

Ammetteremo sempre che tutti i quasicorpi considerati siano finiti.
E ovvio che cosa debba intendersi per sottoguasicorpo (distributivo o no) di
un dato quasicorpo. Il teorema di Baer, citato sopra, implica che un automor-
fismo d’ordine due di un quasicorpo (distributivo) Q debba fissare tutti gli
elementi di un sottoquasicorpo (distributivo) Q, di Q, dove gli ordini | Q |,
| Qo | di Q, Q, soddisfano alla | Q| = |Q, |* (Il fatto che Q, sia chiuso ri-
spetto alla moltiplicazione non & del tutto banale; desidero ringraziare M. V.
D. Burmester per avermelo mostrato, sebbene cid non sia importante per il

(*) Supported in part by the National Science Foundation under grant NSF G-18912.
L’Autore desidera ringraziare V. Corbas per alcune utili conversazioni su questo lavoro.
(**) Nella seduta del 14 marzo 1964.
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seguito, perché & ovvio che un sottoquasicorpo definisce un sottopiano, e questo
bastera per i nostri esempi). Ricordiamo infine che il piano sopra un quasi-
corpo distributivo ) ¢ Desarguesiano se, ¢ soltanto se, Q & associativo.

2. QUASICORPI DISTRIBUTIVI. — Scriviamo, brevemente, QD per quasicor-
po distributivo. Anzitutto, definiamo una classe particolare di QD (Cfr. [2]).
Sia R uno spazio vettoriale di dimensione due sopra un campo F con elementi
base 1, A, sicché possiamo scrivere R = {x + My}, per x,y variabili in F.
Siano d, e &, elementi di F, e ¢ automorfismo di F, tali che

(1) w't9 =d, + d, w non abbia soluzioni w in F.

Se F non & d’ordine primo, e se o ==1, & sempre possibile scegliere 4,
e 4, in modo tale che la (1) risulti soddisfatta.
Definiamo una moltiplicazione in R, nel modo seguente:

(2) *+ M) (4 ) = (xu 4+ doy°v) + A (yu + x°v + d, y° v).

Allora R risulta un QD, che non ¢ mai associativo se 6 == 1. R ha ovviamente
il sottoQD: F = {x + 2o}, ma F & associativo (tutte le dimostrazioni tro-
vansi in [2]); determineremo tuttavia dei sottoQD non-associativi.

Sia K un sottocampo di F, e sia Rk il sottoinsieme di R formato dagli
elementi @ + 24, dove a, 4 variano in K. Chiaramente Rg sard un sottoQD
se, e soltanto se, d, e &; sono in K; ¢ ¢ un automorfismo di K (naturalmente
solo nel caso finito), e, inoltre, Rk risulta non-associativo se, e soltanto se, &
subordina I'identita in K. Indichiamo con F, il sottocampo di F formato dagli
elementi che restano fissi per un dato automorfismo «.

LEMMA 1. — RK e un sottoQD se, e soltanto se, d, e d sono in K. Se Rg ¢
un sottoQD, allora Ry ¢ associativo se, e soltanto se, K ¢ contenuto in F,

Dimostrazione. — La prima parte ¢ gid stata dianzi stabilita. Per la
seconda, vediamo che o induce I'identitd su K se, e soltanto se, K & conte-
nuto nell’insieme degli elementi fissi per o, cio¢ in F,.

Ora & ovvio che |R | =|Rk|", dove 7 denoti la dimensione di F sopra K.
E possibile dimostrare il viceversa ? Cio¢, dato 7, si tratta di trovare F e K,
in modo che la dimensione di F sopra K sia 7, e Rg sia un sottoQD, non—
associativo. ,

A tal uopo, dato un numero primo p==2, e lintero » > 0, scegliamo
un numero primo g ==2, e gl'interi » > 0 e m > o, tali che:

(3) 7 == o (mod g),
@) P =— I (mod. q},
() " =1 (mod.q), e m>r.

Incominciamo con lo stabilire il

LEMMA 2. — Se by g, 7, m, n soddisfano alle (3), @), (5), allova esiste un
elemento d, di GF (p™) che non si puo scrivere sotto la formad, = x*+#" per
nessun x di GF (p™). :
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Dimostrazione. — Si tratta di far vedere che non tutti gli elementi di
GF (p™) sono potenze (1 + p")-esime in GF (p™*). Ora GF (p™) consiste esatta-
mente delle potenze (p™" — 1)/(p™ — 1)—esime in GF (p”*); sard quindi suffi-
ciente mostrare che esiste un numero primo che divide p” —1 e p” 4 1,
ma non divide (p”* — 1)/(p” — 1). Ma:

p” =1 (mod ¢) implica p™ = 1 (mod ¢), ossia ¢ divide p™ — 1;
P = —1 (mod g¢) implica che ¢ divide p” + 1;
@™ — D" — 1) = pre=D 4 pre=A g p
=141+ -+ 1=n (mod g¢). sicché g non divide 7.
Pertanto ¢ ¢ un tale primo, onde I’asserto.

7 eorema 1. — Dato un numero primo p == 2, ¢ un intero n > 0, esistono
un campo ¥ = GF (p™), elementi d,,d. di F, ed un automorfismo o di F,
tali che, se K = GF (p™), 2/ QD R possiede un sottoQD Ry, non—associativo.

Dimostrazione. — Scegliamo ¢, ,» in modo che le (3), (4), (5), siano
soddisfatte; sia @, = 0, ed 4, un elemento di GF (") che (lemma 2) non sia
della forma d, = x'*+#", con x in GF (p™"). Si definisca ¢ assumendo y° = y#”
per ogni y in GF (p"). Poiché » < m, ne consegue che o non induce lidentita
su K'= GF (p™); e ci6 completa la’ dimostrazione.

Se 7 ¢ pari, allora R contiene anche il sotto-QD GF (p*”), e quindi R
contiene due sottoQD dello stesso ordine, non-isomorfi.

Piti generalmente, se @, ¢in F,, la corrispondenza x + Ay — 2% 4 My*
¢ un automorfismo di R che fissa Rg , onde quest’ultimo insieme & un
sottoQD, perché contiene d,.

TEOREMA 2. — Usando la costruzione del Teorema 1, nell'ipotesi che sia
n = 2, il piano sopra R viene a contenere due sottopiani di Baer non—isomorfi,
di cui uno Desarguesiano, ciascuno formato dall'insieme degli elementi fissi per
un’involusione di Baer. Inoltre, le due involuzioni di Baer risultano fra loro
permutabili.

DIMOSTRAZIONE Poiché 7# = 2, abbiamo un sottoQD, Rk; esiste inoltre
un automorfismo ¢ di F, d’ordine due, i cui elementi fissi sono esattamente
gli elementi di K. Otteniamo cosi uno dei sottopiani di Baer, con la relativa
involuzione di Baer; e questo sottopiano ¢ non-Desarguesiano. Per I'altro,
usiamo il sottoQD F; I'automorfismo ad esso relativo sara la corrispondenza
X+ N >x— Ny

Per esempio, esiste un piano d’ordine 3%, con due sottopiani di ordine 3,
non—isomorfi. Qui abbiamo usato il teor. 2con p = 3,9 =75,7r =2 ,m = 4.

3. OSSERVAZIONI. — Senza dimostrazione o spiegazione, affermiamo
che tutti i piani d’André ([3]) sono sottopiani propri di altri piani d’André.
Il sottoinsieme dei piani d’André che ammettono coordinate in un quasicorpo
associativo, si trovano come sottopiani propri di altri piani dello stesso tipo.
Ma posseggono forse tutti i piani finiti questa proprieta ? O meglio: dato
un piano =, anche infinito, esiste un piano m, che possegga m come sottopiano di
Baer ? (Naturalmente, la definizione di sottopiano di Baer nel caso infinito
va data altrimenti). In particolare, esiste un’involuzione di Baer di =,,.
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i cui elementi fissi siano i punti e le rette di = ? gid per una classe semplice
come i piani di Hall ([1]), questo problema sembra difficile.
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