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Scienze Fisiche. — A n a lis i matriciale della stabilità dei sistem i 
a retroazione. N ota II di E r c o l e  D e C a s t r o , p resen ta ta (#) dal 
Corrisp. G. E v a n g e l i s t i .

Oggetto di questa seconda N ota è l’esemplificazione di un  procedim ento 
di verifica della s tab ilità  dei sistem i a retroazione, di cui venne esposta la 
teoria nella N ota prim a.

U n  semplice esempio di sistem a elettrico quadripolare è rappresen ta to  
dal circuito di cui la fig. i indica lo schema semplificato, privo cioè degli 
elem enti necessari per l’alim entazione e la polarizzazione del transistore.

Cr

Sostituendo al transistore stesso il suo circuito equivalente a n  ibrido, 
ci si riduce a ll’esame dello schema di fig. 2, in cui r3 e C3 conglobano R é C. 
Con le notazioni in tro d o tte  in precedenza, è chiaro che si dovrà assumere :

-> V e v „ V r
, W e =

l e
, W u =

l u
, W t  =

I r

Ino ltre  conviene osservare che il circuito equivalente del transistore 
può essefe scisso nei blocchi oc' e oc" (fig. 3), di cui è assai facile calcolare le 
m atrici m iste. Per oc', in fa tti, si hanno le equazioni :

V' =  V e  —  n  l e

l ' = h
e quindi

I —  n
O 1

Per quahto  riguarda oc", è ben noto (ed assai facile verificare) che gli 
elem enti della m atrice am m ettenza sono del tipo Y  a  =  Gm +  s C a , con G ik (*)

(*) N ella seduta dell’8 febbraio 1964.
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e Cik costanti ; a partire  da questi è agevole determ inare gli elem enti della 
m atrice m ista  :

Y n I
Y I 2

Y ii Y22 
Y „  V  2 1

y 22
Y i 3

e così resta  determ inata  la m atrice

!  < *  li =  I l a "  li II * '

Infine per la re te  di retroazione (3 e per l ’esapolo K si hanno le equazioni :

Vr =  V . ■ sCr i«

l , =  lu
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v . =  V ,

l Vo — Vr 
Ri +  Ir

dalle quali si traggono le espressioni, assai semplici, delle m atrici ||(3|j , |X

i

I P I  =  :
I  - u1 ^1

O 1
O 0

M = 1 0
—  1 0

t4 = 1 —  1r 7
In questo caso è agevole il calcolo esplicito del determ inan te  A =  A (s) 

della m atrice
I I 1 !  +  N I  I M I  I I P !  ; •

con
R =  i , C =  500 p ¥

Cr =  10.000 p ¥  , =  1 k¥i

e facendo uso di un transistore Philips OC 45, in condizioni norm ali di pola
rizzazione (IE =  1 m A  , V Ce =  —  6 V), si trova :

n  — 100 n

Y IX =  0,8; io ~ 3 +  s io~9 s  

Y I2 =  —  0,5 • io - 6  —  io—11 S

Y 2I =  4 0 * 1 0 -3 —  i o - 11 S 

Y 22 =  10—3 _|_ . IO—11 S
e quindi :

A  (s) =  —  • io~~i6 3~4 +  i >83 • io~~ 8 s3 +-o,43 J2 +  2,35 - I O4 s +  9*5!- io 7 #
^(0,25 -f  io~~5 s +  i o ~ ICG 2)

Gli zeri di A possono perciò essere determ inati num ericam ente :

f i  =  —  4 A  • io 3 
vT2 =  —  5 • io4

3̂ ~  1,79 * io 7 j  2,29 • io 7

s4 =  —  i,79* io 7— j  2,29- io 7

e la stab ilita  del circuito viene così d im ostrata. Allo stesso risu ltato , come è 
ovvio, si sarebbe pervenuti analizzando Pandam ento della curva A =  A (s),
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per =  /co e co variabile fra 00 e — 00  ; l’in terpretazione di tale curva non 
presen ta alcuna difficoltà ove si tenga conto che, per  ̂ =  o e per =  00 , A 
ha poli del prim o ordine.

z 2

Come secondo esempio, verrà ora considerata una notevole categoria di 
circuiti elettronici com prendenti un transistore a cui sono applicati, come

Fig. 5-,

è indicato in fig. 4, segnali di retroazione sia sulla base che sull’em etti tore. 
Con ovvia generalizzazione, si è indo tti a ll’esame del sistem a di fig. 5, dove
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il transistore è considerato a guisa di esapolo, m entre la rete di com bina
zione K risu lta  o ttapo lare  (l).

A lcune cautele sono necessarie nella scelta delle variabili di  ingresso e 
d i uscita , m ediante le quali la s tru ttu ra  di fig. 5 viene ricondotta  allo schema 
generale di cui alla fig. 1 della N ota  prim a.

Occorre osservare in tan to  che il com portam ento del blocco a (cioè del- 
l’esapolo costitu ito  dal transistore) è descritto  da tre equazioni lineari che 
legano le sei grandezze , l ei , V*2 , L 2 , V« , I« ; è possibile pertan to  espri
m ere

V u j I u ) I e 2
in funzione di

V e 1 , le 1 , V e 2 >

ed è opportuno sotto lineare che non si può om ettere di considerare la re la
zione che lega Ie2 a V „  , Ie j , V e2, poiché il'vincolo che essa stab ilisce^  essen
ziale per definire il funzionam ento di K (tale equazione, cioè, f a  sistema con 
le altre). A ppare dunque chiara la necessità di tra tta re  Ie2 non già come g ran 
dezza uscente da K (2), bensì entrante, a ttraverso  il ciclo di retroazione, dato  
che il suo valore resta univocam ente associato ai valori di V*, , l e x , V« 2 
dalle p roprie tà  di a.

Conviene cioè considerare uscenti da K ed en tran ti in oc le variabili

V ex ) lei > V e 2 \

uscenti da oc ed en tran ti in P le variabili

con l’ovvia in tesa che (3 non modifica in alcun modo I , 2 ; uscenti da (3 ed en
tran ti in K le variabili

V r  ,  I r  ,  1  e  2 •

Si giunge così allo schema di fig. 6, ove sono esplicitam ente indicate le

com ponenti dei vetto ri w Q , w e , w u e w r.
L a m atrice ||a|| è determ inabile in modo ovvio a partire , ad esempio, 

dalla m atrice di am m ettenze a nove elem enti del transistore. Per quanto  
riguarda (3, indicandone con

W  =  (3n V « -b  p i2 lu

Ir — P21 V, -f“ 2̂2 l u  -

(1) I l  blocco p potrebbe pensarsi conglobato in K e ciò può essere necessario se, come 
ta lvo lta  accade, i circuiti di retroazione che fanno capo alla base ed a ll’em ettitore non hanno 
alcuna parte  in| comune. La opportun ità  di tenere separati, almeno entro certi lim iti, i 
diversi blocchi deriva dalla maggiore sem plicità che ne risu lta per le espressioni delle 
singole m atrici.

(2) È  ovvio che qui la locuzione entrante o uscente non ha nulla a  che vedere con la 
convenzione prescelta per il senso positivo di l e 2 .
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le consuete equazioni quadripolari in forma m ista ed aggiungendo ad esse 
l ’iden tità  banale Ie2 =  Ie2, si può scrivere:

=  P ii V « -f- p i2 I u - f  o  b 2

Ir =  P2x V « -j- P22 I« 4 “ O 1*2

1*2 — O V« - f  O I« 1*2

Fig. 6.

e pertan to  risu lta  :
Pw P I 2 O

P 21 P22 O
O O I

Infine, per ciò che riguarda la rete di combinazione K, a q u a ttro  
coppie di m orsetti, si hanno q u attro  equazioni che legano le o tto  grandezze

V0 ,  Io, Vr ,  I r ,  V*! ,  I *  j  ,  V*2 , I * 2. Si po trà  quindi, almeno in generale, 
esprimere

V#I , le 1 , V*2 , Io 

Vo , "V  ̂ , 1̂- , 1̂  2

in funzione di
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ed avere perciò, in particolare, le relazioni (3) :

V e 1 ^ 1 1  "V"0 [Xj x V r  [XI2  I r  [Xxg l g  2

■Itf 1 ^ 2 1  V 0  [ ^ 2 1  A ò -  y * 22  I r  [ A 2 3  2

^ * 2 *̂31 [̂*31 [̂ 32 " [̂ 33 ^  2 f

Fig. 8.

da cui si traggono le espressioni delle m atrici

Xx„- O 0

= X2i 0 0

X3I 0 0

[tu H*I2 1̂3
[̂ 21 [L22 2̂3

I 1̂32 (“̂33

Si com pleta così la determ inazione degli elem enti necessari per la valu
tazione del determ inante associato alla m atrice

I l 1 J . +  I M I  lì ^ I l  II P I I
e per la ricerca quindi dei suoi eventuali zeri instabili.

(3) La relazione che determ ina I0 in funzione di V0 , V r , I r% I*a non interviene 
nell’analisi della rim anente parte  del circuito e da essa si può prescindere.
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Il procedim ento cade in difetto , naturalm ente , se viene meno la defini
zione di una qualsiasi delle m atrici considerate. Il che succede, ad esempio, 
ove si voglia ricondurre allo schema or ora esam inato il semplice circuito 
di fig. 7. Questo in fa tti, schem atizzato come in fig. 8, darebbe luogo ad 
una rete di com binazione K costitu ita  da due puri collegam enti; le ovvie 
equazioni

ItfI Io

V ,a =  V,

h  2  — I r

non consentirebbero evidentem ente di esprim ere V ,,  , l ex , V ,2 e IG in funzione 
di V0 , Vr  , Ir e I*2 e perciò le m atrici | X | e || (jl || non potrebbero essere definite.

A tale inconveniente, tu ttav ia , si può facilm ente ovviare scam biando 
ili ruolo delle variabili l ei e I*2, cioè assumendo

v , r v „
—>

W e = ,  W u  = I u

b  2 I . .

V , 0

>

- >

I r

- >

I oW r  = , W o  =

h i 0

e procedendo per il resto in modo del tu tto  analogo a quanto  sopra.
D ’a ltra  parte  è opportuno rilevare che, agli effetti della verifica di s tab i

lità, il generatore che alim enta il circùito di fig. 7 può essere posto in serie 
a Z 2, come in fig. 9. T ale generatore, in fa tti, si può pensare eroghi, con 
una tensione a ca ra tte re  impulsivo, una certa q u an tità  di energia provo-
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cando un transitorio  la cui convergenza a zero o meno indica se il circuito 
è stabile o n o ; come venga in ie tta ta  questa energia, cioè da quale s itu a 
zione iniziale p a rta  detto  transito ria , non ha im portanza ai fini della verifica 
di stab ilità .

Ciò premesso, è im m ediato riconoscere che il circuito di fig. 9 può essere 
ridisegnato come in fig. io  e quindi studiato , m ediante m atrici di secondo 
anziché di terzo ordine, allo stesso modo del prim o degli esempi considerati 
in questa N ota,

Zi

Gli esempi di applicazione della analisi m atriciale della s tab ilità  po treb 
bero, naturalm ente , m oltip licarsi; fra l’altro, potrebbe essere di qualche 
interesse tra tta re  problem i riguardan ti reti che com prendano m acchine elet
triche a corrente continua, oppure sincrone, ove occorra tenere conto degli 
effetti che, in regime transitorio , la reazione di arm atura  produce sui circuiti 
di eccitazione. E  così via.

Ciò esula, tu ttav ia , dai lim iti di questa nota, che si propone sem pli
cem ente di esemplificare l ’uso di un procedim ento di analisi del tu tto  generale.


