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Idrodinamica. — Swlia stabilitc delle schiere di vortici. La
doppia schiera di Bénard-Karman. Nota di GiaNNANTONIO PEzZOLI,
presentata © dal Corrisp. G. Surino.

E noto che in un moto piano un corpo cilindrico @ che si muove in seno
ad un fluido indefinito, normalmente alle generatrici, da luogo ad una forma-
zione di vortici, che per determinati valori del numero di Reynolds (relativo
al corpo immerso) assumono un andamento regolare, dando origine ad una
doppia schiera di vortici. alternati, osservata per la prima volta da Bénard.

Nella teoria della resistenza al moto dei corpi immersi in un fluido, &
di notevole importanza lo studio di queste schiere vorticose che hanno dato
luogo ad una grandissima mole di ricerche. In particolare, il problema della
loro stabilita fu affrontato inizialmente nel 1911 da Karman impostando
la ricerca teorica sullo schema ormai classico di schiera doppia indefinita di
vortici in moto piano irrotazionale di fluido perfetto illimitato.
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Fig. 1.

Lo schema in questione sottoposto ad una prima indagine portd al risul-
tato di determinare una condizione sotto la quale la doppia schiera di vor-
tici alternati risulta stabile [1]. II risultato perd, fu messo in dubbio da vari
ricercatori per le modalitd con cui era stato ottenuto, e che consistevano nel
perturbare in maniera infinitesima uno solo dei vortici della schiera.

Infatti H. Lamb [2] nella s* edizione del suo celebre trattato di idro-
dinamica, dando una perturbazione assai pii generale a tutto il sistema,
ricavo una nuova condizione di stabilitd che non coincideva con la primi-
tiva, e che, con riferimento alla fig. 1, si scrive, come & ben noto,

(1) ch™ —y2

{*) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
(1) Nelle prove sperimentali si opera generalmente con un cilindro circolare.



146 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXVI - febbraio 1964

(vedi anche Villat [1]). Questo nonostante le vedute di Joukowski [3] in
difesa del primo metodo, vedute che il Villat definisce erronee senza altra
spiegazione.

Tutto cid non deve far pensare che il problema fosse con cid definitiva-
mente risolto. Infatti, nel 1936 Schmieden [4] e nel 1939 Kotchin [5], intro-
ducendo particolari tipi di perturbazioni, dimostrarono che la doppia schiera
di vortici alternati diventava instabile anche nella configurazione rispon-
dente alla condizione sopracitata, quando nella equazione del moto si tenesse
conto dei termini di secondo ordine.

A cio segul una trattazione ancor piui generale effettuata da Domm [6]
sulla cosiddetta configurazione a dué parametri introdotta in precedenza
da Maue [7] e Dolaptschieff [8]. Questi Autori considerando delle schiere
di vortici ancora pit generali di quelle studiate da Karman, e precisamente,
doppie schiere con prefissato valore di £ = %// e p. = dJ, vedi fig. 2, ave-

Z, x
h :
D1 AT
I«—l———H
- _h_ - 2
K= 20

Fig. 2.

vano formulato indipendentemente la condizione di stabilitd per queste
ultime, seguendo i metodi tradizionali; questa condizione si scrive:

(2) sin 7ty = sh nk.

Domm nel suo lavoro prova che ogni duplice schiera di vortici in moto
piano di fluido perfetto illimitato che soddisfa alla condizione di Maue (2)
¢ instabile al secondo ordine, mentre ogni altra possibile disposizione, pure
in duplice schiera, & instabile al primo ordine.

In questa trattazione la schiera di Karman diviene un caso particolare
corrispondente a u = 1/2 e costituisce I’elemento avente il massimo valore
del rapporto %[/ e la pilt piccola velocitd di traslazione fra la classe delle
doppie schiere di vortici di massima stabilita, o per meglio dire, di minima
instabilita.

Questo per sommi capi e nelle grandi linee, lo sviluppo, durante cinquanta
anni circa, delle ricerche sulla stabilith delle schiere vorticose; a prescindere
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dai numerosissimi altri lavori relativi a estensioni della teoria originaria:
vortici in fluido limitato, in fluido comprimibile ecc., di cui qui non ci occu-
piamo @,

L’argomento perd non pud ritenersi esaurito perché quasi tutti i lavori
eseguiti sulla stabilitd ricalcano le orme dei precedenti, affetti tutti da un
vizio di origine.

I ricercatori che hanno affrontato il problema si sono sempre preoccupati
infatti, di assegnare per la stabilitd dei sistemi studiati, delle condizioni
che sono soltanto necessarie. Esistono tuttavia metodi semplici e speditivi
per poter giungere a condizioni sufficienti, e dire quindi la parola definitiva
sulla stabilita delle schiere di vortici; metodi che useremo in questa Nota
e che ci permetteranno di stabilire definitivamente che la schiera vortlcosa
alternata di Karman ¢ assolutamente instabile.

Occorre ricordare che gia nel 1933 G. Durand [10], in una ricerca gene-
ralmente ignorata, aveva mostrato che unicamente per speciali sistemi
di perturbazione, la schiera vorticosa alternata di Karman era instabile al
primo ordine; Ulinstabilitd dipendeva quindi, stranamente, dal tipo di
perturbazione, cosa che ayrebbe dovuto far supporre che le condizioni
trovate di stabilitd al 1° ordine non erano sufficienti, ma, tutt’al piti, solo
necessarie.

In questa Nota si dimostra invece che la schiera di Karman & sempre e
totalmente instabile, nello schema adottato, per qualunque possibile pertur-
bazione, ma si da anche una plausibile spiegazione del perché in effetti essa
venga osservata, sia pure- per uno spazio relativamente breve, dietro al
corpo che la provoca, e si dimostra che in particolare assetti, che corrispon-
dono molto bene a quelli osservati sperimentalmente, la forza instabilizzante
ha il valore minimo possibile.

In una prossima Nota sara invece studiata la stabilitd delle cosi dette
schiere generahzzate di vortici di Maue e Dolaptschieff, di cui anche speri-
mentalmente nessuno ha mai constatato I’esistenza.

Sia' dunque assegnata una doppia schiera di vortici alternati il cui
potenziale complesso si scrive notoriamente, con riferimento alla fig.

. 3
sin —- (& — 2o)

r /
3) f&) =grn L
sin 7 (z—2)

dove I' & l'intensitd di un singolo vortice.

Per studiare la stabilitd del sistema dovremo, secondo il procedimento
classico, spostare di una quantitd infinitesima ogni vortice dalla sua posizione
di equilibrio, per esaminare se la risultante delle forze agenti sui vortici
tenda a riportarli nella posizione primitiva o ad allontanarli ulteriormente @,

(2) Per una estesa bibliografia al riguardo, oltre [1], vedi anche [g].
(3) S’intende dire, con questa locuzione, che la risultante agisce sopra un cilindretto
di raggio infinitesimo con centro nel centro del vortice.



148 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXVI — febbraio 1964

Eseguendo il calcolo ora descritto, si ottiene (ved. Villat [1], H. Lamb [2])
la condizione necessaria perché la configurazione proposta sia stabile, che &
data dalla formula (1) gia citata:

(1) ch ™=y

Possiamo ora ricorrere ad un artificio assai semplice per riconoscere se la
condizione data ¢ anche sufficiente: immaginiamo di disporre la doppia
schiera in modo che sia rispettata la (1) e di vincolare tutti i vortici meno
uno che lasceremo libero di muoversi ed al quale daremo un piccolo sposta-
mento dalla sua posizione iniziale.

Se la configurazione espressa dalla (1) ¢ effettlvamente di equilibrio sta-
bile per il noto teorema. di Lord Rayleigh sui sistemi soggetti a vincoli,
il sistema piti vincolato dovrd essere ancora stabile, ed a maggior ragione,
per lo stesso valore del rapporto 4//.

Per eseguire questa verifica, calcoliamo la velocitd indotta dagli altri
vortici sopra il centro del vortice posto in z,; avremo : '

r

27 (&2 — 2o)

(4) %, — 10, = lim
52

r ..
g [gotg f} (¢ — 2,) — cotg ; (z—zo)] —

e sostituendo la cotangente con il suo noto sviluppo

Q) COtgx:_AI?—I_;(x—I,éﬂ—l—‘x—l—Ién)

otteniamo :

T I - ' ) r = ,
©) ”o_z%—j‘_ﬁ‘}o[zm‘ g (z—z'o—/él + z—z°+/éz)" 25 P8 T (Z_Z")} :
Dando ora a g, I'incremento infinitesimo &, ponendo, quindi, al posto di z,,
2o —I— Co, essendo L, = &, 4 #n,, passando al limite per z— z, ne risulta la
variazione di 2%, — 7v,:

o di _ dno _ TG i 1, In %
7 a @ mi ABEE TR w,
z sin® 7 (20 — z)

E nota la somma

1 2

77 T 6

||M8

)
ed essendo z, = 2, — é — 74 si ha inoltre:

(9) sinz'%(zo —z,) = ch? $id

Introducendo la (8) e la (9) nella (7) questa diviene :
(IO) dﬁo Z d’l}o . I'n (go-}— Z"I]o) o FTCZ.(go-l— i?)o)

at T dt 67° I
e
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da cui uguagliando le parti reali e i coefficienti dell'immaginario, si ottiene

il sistema :
o dne _ I'm I 1 £
\ at 2/ ch2¥ 3)
(11) ‘
dtb  I'm I o
a = ar| w3 "
l

D’altra parte la doppia schiera & posta nella configurazione retta dalla (1),
il che implica che il sistema (11) si riduca a:

dno _ I'm 3

dt T 1277 *°
(12)

dé  TI'm

dt = 1207 e
Nel piano &, , 7, 'equazione equivalente alle (12)
o - Eo
(13) e T ne
possiede nell’origine un punto singolare, che rappresenta il punto di equi-
librio del vortice; senza bisogno di analisi approfondita si vede che questo

punto singolare ¢ un colle, singolaritd sempre instabile.
Infatti confrontando la (12) con la equazione in forma normale

dno _ Clo+ Do
(14) E, = Al T Bne

¢ noto che si ha un colle quando il discriminante della equazione caratteri-
stica relativa alla (14) A = (A —D)> + 4 BC & > o, ed & inoltre la quantita
AD —BC <0, cosa che si verifica nella (13) avendosi A =4, AD—BC = — 1.
Lo stesso risultato si poteva anche ottenere per immediata integrazione di-
retta della (13) stessa.

Resta cosi dimostrato che non vi pud essere stabilita e nemmeno insta-
bilita differita ai termini del secondo ordine per la doppia schiera di Karman
per qualunque possibile perturbazione.

N¢ vi & da temere che il risultato cui siamo giunti possa variare se si
considerano, nell’equazione non lineare (6) da cui siamo partiti, anche i ter-
mini del 2° ordine e superiori: un teorema di Liapounoff assicura che essendo
nell’equazione linearizzata (14), AD — BC ==0 e i coefficienti A, B, C, D
non tutti nulli, ’andamento delle caratteristiche dell’equazione abbreviata
& analogo a quello dell’equazione non lineare, e quindi 'analisi della singolarita
¢ corretta tutte le volte.che & A >0 e se ¢ A <o, purché sia A + D ==o.

Occorre ancora fare qualche considerazione sul fatto che nella realta,
la schiera di Kirman, sia pure in condizioni abbastanza particolari, si mani-
festa ed & variabile ed assoggettabile a misure, mostrando quindi una certa
« stabilitd » effettiva.

11. — RENDICONTI 1964, Vol. XXXVI, fasc. 2.
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Ora questo fatto, naturalmente, & influenzato dalla presenza della visco-
sita del fluido reale, che non & messa in conto nei calcoli effettuati nello
schema adottato ed agisce in senso stabilizzante ; d’altra parte occorre pren-
dere con una certa cautela le approssimazioni di calcolo fatte da C.C. Lin [11]
studiando le soluzioni oscillanti delle equazioni di Navier linearizzate, per
giungere a dare espressioni delle varie grandezze in gioco nelle schiere di vor-
tici in fluidi viscosi, ed in particolare per la variazione di %[/ in funzione
del tempeo.

E noto che gia la soluzione del problema della resistenza del cilindro
(e della sfera) con le equazioni di Navier linearizzate pud ritenersi accetta-
bile per numeri di Reynolds N = U &/v (U = velocita della corrente unifor-
me asintoticamente a monte dell’ostacolo, & = diametro del cilindro, v = vi-
scositd cinematica del fluido), molto piccoli, addirittura inferiori a 1. E per
lo meno dubbio che le stesse equazioni di partenza possano dar luogo a solu-
zioni che rappresentino sufficientemente bene un fenomeno che ha luogo
per valori di N = 1000 =+ 35000.

In effetti, una condizione necessaria di stabilita deve corrispondere
allannullarsi dell'incremento della velocitd indotta sui vortici, provocato
dalle perturbazioni apportate ai vortici stessi. Essendo tale incremento pro-
porzionale, per il teorema di Kutta-Joukowsky, alla variazione della forza
esercitata su ciascun elemento, I'annullarsi di tale variazione comporta che
la forza stessa, che, come abbiamo visto, agisce sempre in senso instabiliz-
zante, abbia un minimo ® per 'assetto corrispondente alla condizione trovata.

Si pud ora constatare, ripartendo dalla (6) e dando uno spostamento 3z,
a tutti i vortici di una fila e 82; a tutti i vortici della seconda fila, che la
condizione necessaria (ma non sufficiente) a cui si giunge per la stabilita,
¢ la seguente ® :

w0 (,é—%)zlz——lf )
o - cos co(,é ———2—>l >
k=1 Kk__;) ]2 — }2

N

(15)

=I

w1 1 2 Q& coswhl
= (?—;;;5_;7 —F X F

l

D’altronde, dovendo questa formula valere per ogni valore di @/ com-
preso fra 0 e 27 (essendo o la pulsazione spaziale delle perturbazioni appli-
cate ai vortici), la (15) calcolata per o/ ==, da:

Cos Am

m (1 I &
(16) o= (3w | 2 &
ch —Z—— =1

(4) Potrebbe avere anche un massimo; si verifica facilmente trattarsi del primo caso.

(5) Non si ripete il calcolo, notissimo, riportato nel testo del VILLAT (op. cit.) ed in
maniera analoga in quello del LAMB (op. cit.), per giungere alla condizione (1), che da la
configurazione classica della schiera di Karman.
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vale a dire:

(17 l / =

=
Nelle formule precedenti le somme che compaiono sono sempre estese
da ,é =1 a £— oo perché si suppongono perturbati tutti i vortici, ma esse
sono del tutto generali per il modo con cui sono state dedotte, e £ indica
semplicemente il numero di vortici perturbati, nell'una e nell'altra schiera,
oltre i due posti in 2, e z,; sarebbe quindi pilt corretto scrivere il simbolo

n

di somma in questo modo Y, .
k=1

Si pud facilmente vedere che per qualunque condizione di perturbazione,
ci si trova sempre nella situazione :

(18) Y2 <ch ™ <y3.

Infatti, perturbando un solo vortice per fila nella (17) scompare la somma
al denominatore del secondo membro e resta il primo membro uguale a V3 ;
perturbandoli tutti invece, nota la somma

la (17) si riduce a chn—zlz=‘]/;

Assodato quindi che stabilitd non vi pud mai essere, si nota che la forza
instabilizzante ¢ minima in corrispondenza di tutta una serie di situazioni,
relative alle possibili configurazionirette dalla (18), che si pud anche scrivere :

(18" 0,280 << % < 0,365.

Cio porta ad attribuire ai fatti accennati questo significato : piu il sistema
vorticoso & perturbato, pit il rapporto %// in cui la schiera pud mantenersi,
sia pure per breve tempo, diminuisce; al contrario %// aumenta al dimi-
nuire delle perturbazioni, sempre tuttavia restando nei limiti fissati dalle
(18) e (18").

Questo risultato pare ben confermato dalle esperienze riportate nella
Tav. I, figure 1 e 2; la fig. 1 rappresenta una delle prime foto (tratta da [12])
della schlera di Karman: il suo aspetto & molto perturbato, ed in essa, il
rapporto %[/, valutato mediamente nella zona pill regolare, vale 0,28; la
fig. 2 & tratta da uno studio assai recente di A. Timme [13]: le tralettorie
sono regolarissime e i vortici pressoché perfetti, indizio di una tecnica speri-
mentale moderna e raffinata. La schiera & quindi pochissimo perturbata e
il rapporto %[/ vale in media 0,35, quasi al limite superiore ‘della (18’), come
era intenzione di questo lavoro dimostrare.
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