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GiaNNANTONIO PeZZOLI, Sulla stabilità delle schiere d i vortici, ecc. HS

Idrodinamica. —- Sulla  stabilità delle schiere d i vortici. L a  
doppia schiera d i Bénard—K àrm àn. Nota di G ia n n a n t o n io  P e z z o l i , 
presentata (#) dal Corrisp. G. S u p in o .

È noto che in un m oto piano un corpo cilindrico (l) che si m uove in seno 
ad un fluido indefinito, norm alm ente alle generatrici, dà luogo ad una form a­
zione di vortici, che per determ inati valori del num ero di Reynolds (relativo 
al corpo immerso) assumono un  andam ento regolare, dando origine ad una 
doppia schiera di vortici a lternati, osservata per la p rim a volta da Bénard.

Nella teoria della resistenza al m oto dei corpi immersi in un fluido, è 
di notevole im portanza lo studio di queste schiere vorticose che hanno dato  
luogo ad una grandissim a mole di ricerche. In  particolare, il problem a della 
loro stab ilità  fu affrontato inizialm ente nel 1911 da K àrm àn im postando 
la ricerca teorica sullo schema orm ai classico di schiera doppia indefinita di 
vortici in m oto piano irrotazionale di fluido perfetto  illim itato.

Fi g. 1.

Lo schema in questione sottoposto ad una prim a indagine portò al risu l­
ta to  di determ inare una condizione sotto  la quale la doppia schiera di vor­
tici a lternati risu lta  stabile [1]. Il risu lta to  però, fu messo in dubbio da vari 
ricercatori per le m odalità con cui era sta to  o ttenuto , e che consistevano nel 
pertu rbare in m aniera infinitesim a uno solo dei vortici della schiera.

In fa tti H . Lam b [2] nella 5a edizione del suo celebre t ra tta to  di idro- 
dinam ica, dando una perturbazione assai più generale a tu tto  il sistem a, 
ricavò una nuova condizione di s tab ilità  che non coincideva con la prim i­
tiva, e che, con riferim ento alla fig. 1, si scrive, come è ben noto,

(1) c h —  =  Ì 2 (*)

(*) Nella seduta dell?8 febbraio 1964.
(1) Nelle prove sperimentali si opera generalmente con un cilindro circolare.
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(vedi anche V illat [1]). Questo nonostante le vedute di Joukowski [3] in 
difesa del prim o m etodo, vedute che il V illat definisce erronee senza a ltra  
spiegazione.

T u tto  ciò non deve far pensare che il problem a fosse con ciò definitiva­
m ente risolto. In fa tti, nel 1936 Schmieden [4] e nel 1939 K otchin [5], in tro ­
ducendo particolari tipi di perturbazioni, dim ostrarono che la doppia schiera 
di vortici a lte rna ti d iventava instabile anche nella configurazione rispon­
dente alla condizione sopracita ta , quando nella equazione del m oto si tenesse 
conto dei term ini di secondo ordine.

A  ciò seguì una tra ttaz ione ancor più generale effe ttuata  da Dom m  [6] 
sulla cosiddetta configurazione a due param etri in tro d o tta  in precedenza 
da M aue [7] e D olaptschieff [8]. Questi A utori considerando delle schiere 
di vortici ancora più generali di quelle s tud ia te  da K àrm àn, e precisam ente, 
doppie schiere con prefissato valore di k =  h \l  e y1 =  d/l, vedi fìg. 2, ave-

a

2 . X

^  ^ \ J

h

' 7 * 1 7 >w w

1*—  l -

w

Fig. 2.

vano form ulato indipendentem ente la condizione di stab ilità  per queste 
ultim e, seguendo i m etodi tradizionali ; questa condizione si scrive :

(2) sin 7t(jt =  sh n k .

Dom m  nel suo lavoro prova che ogni duplice schiera di vortici in m oto 
piano di fluido perfetto  illim itato che soddisfa alla condizione di M aue (2) 
è instabile al secondo ordine, m entre ogni a ltra  possibile disposizione, pure 
in duplice schiera, è instabile al primo ordine.

In  questa tra ttaz ione la schiera di K àrm àn diviene un caso particolare 
corrispondente a [x =  1/2 e costituisce l’elemento avente il massimo valore 
del rapporto  h jl  e la più piccola velocità di traslazione fra la classe delle 
doppie schiere di vortici di m assim a stabilità , o per meglio dire, di m inim a 
instabilità .

Questo per sommi capi e nelle grandi linee, lo sviluppo, du ran te  cinquanta 
anni circa, delle ricerche sulla stab ilità  delle schiere vorticose ; a prescindere
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dai numerosissimi altri lavori re lativ i a estensioni della teoria originaria: 
vortici in fluido lim itato, in fluido com primibile ecc., di cui qui non ci occu­
piamo (2).

L ’argom ento però non può ritenersi esaurito perché quasi tu tti  i lavori 
eseguiti sulla stab ilità  ricalcano le orme dei precedenti, affetti tu tti  da un 
vizio di origine.

I ricercatori che hanno affrontato il problem a si sono sempre preoccupati 
in fa tti, di assegnare per la stab ilità  dei sistemi stud iati, delle condizioni 
che sono soltanto  necessarie. Esistono tu tta v ia  m etodi semplici e speditivi 
per po ter giungere a condizioni sufficienti, e dire quindi la parola definitiva 
sulla stab ilità  delle schiere di vortici ; m etodi che useremo in questa N ota 
e che ci perm etteranno  di stabilire definitivam ente che la schiera vorticosa 
a lte rn a ta  di K àrm àn è assolutam ente instabile.

Occorre ricordare che già nel 1933 G. D urand [io], in una ricerca gene­
ralm ente ignorata, aveva m ostrato  che unicam ente per speciali sistemi 
di perturbazione, la schiera vorticosa a lte rna ta  di K àrm àn era instabile al 
prim o ordine ; l’in stab ilità  dipendeva quindi, stranam ente, dal tipo di 
perturbazione, cosa che avrebbe dovuto far supporre che le condizioni 
trovate  di stab ilità  al i° ordine non erano sufficienti, m a, t u t t ’al più, solo 
necessarie.

In questa N ota si dim ostra invece che la schiera di K àrm àn è sempre e 
to talm ente instabile, nello schema ado tta to , per qualunque possibile p e r tu r­
bazione, m a si dà anche una plausibile spiegazione del perché in effetti essa 
venga osservata, sia pure* per uno spazio relativam ente breve, dietro al 
corpo che la provoca, e si d im ostra che in particolare assetti, che corrispon­
dono m olto bene a quelli osservati sperim entalm ente, la forza instabilizzante 
ha il valore m inim o possibile.

In  una prossim a N ota sarà invece stud ia ta  la stab ilità  delle così d ette  
schiere generalizzate di vortici di M aue e Dolaptschieff, di cui anche speri­
m entalm ente nessuno ha mai constata to  l’esistenza.

Sia dunque assegnata una doppia schiera di vortici a lternati il cui 
potenziale complesso si scrive notoriam ente, con riferim ento alla fig. 1 :

(3) / ( * )  = -In
sin -^-(z — Zo)

• > \ 
smT  (z~~zo)

dove E è l’in tensità  di un singolo vortice.
Per stud iare la s tab ilità  del sistem a dovremo, secondo jl  procedim ento 

classicp, spostare di una q u an tità  infinitesim a ogni vortice dalla sua posizione 
di equilibrio, per esam inare se la risu ltan te  delle forze agenti sui vortici 
tenda a riportarli nella posizione p rim itiva o ad allontanarli u lte rio rm en te(3).

(2) Per una estesa bibliografia al riguardo, oltre [1], vedi anche [9].
(3) S’intende dire, con questa locuzione, che la risultante agisce sopra un cilindretto 

di raggio infinitesimo con centro nel centro del vortice.
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Eseguendo il calcolo ora descritto, si ottiene (ved. V illat [1], H . Lam b [2]) 
la condizione necessaria perché la configurazione proposta sia stabile, che è 
d a ta  dalla form ula (1) già c ita ta  :

izh
CO eh ) 2 .

Possiamo ora ricorrere ad un artificio assai semplice per riconoscere se la 
condizione d a ta  è anche sufficiente : im m aginiam o di disporre la doppia 
schiera in modo che sia risp e tta ta  la (1) e di vincolare tu t ti  i vortici meno 
uno che lasceremo libero di m uoversi ed al quale darem o un piccolo sposta­
m ento dalla sua posizione iniziale.

Se la configurazione espressa dalla (1) è effettivam ente di equilibrio s ta ­
bile per il noto teorem a di Lord Rayleigh sui sistemi soggetti a vincoli, 
il sistem a più vincolato dovrà essere ancora stabile, ed a m aggior ragione, 
per lo stesso valore del rapporto  k j l .

Per eseguire questa verifica, calcoliamo la velocità in d o tta  dagli a ltri 
vortici sopra il centro del vortice posto in ; avrem o:

r  rCOtg y  .(* —  Zo) —  COtg y  ( z — z'o)(4) Ho ■ ivQ =  firn
Z ( 2  TU i 2  TUZ (z ---- Zq)

e sostituendo la cotangente con il suo noto sviluppo
00

(5) COtg X  r =  ~  -I- V  1 1
k = l

otteniam o :

(6) ua —  iva ■■- lim
Z-^ZQ

X ~  klZ , X -J~ kiz

----Zo---- kl 1 Z —  Zq -\- k l ) 2  l i  S lrc o tg L C 2'— ■*°).

D ando ora a zQ l’increm ento infinitesimo £>, ponendo, quindi, al posto di zQi 
z0 +  Co, essendo Co =■ Co +  zvjc, passando al lim ite per z - ^ z 0, ne risu lta  la 
variazione di uQ —  ivQ :

(7)
dio
dt

. dv\o r^o Y  —4 * b 2 >Idi*
T tu

2 l i  . 2 ^ / > \s m 2 y  {z0 —  zQ)

È no ta  la somma

(8)

ed essendo zQ

(9)

2 4/è2
TU
T

-------ih si ha inoltre :

sim izh(>o — z'o) =  eh2

Introducendo la (8) e la (9) nella (7) questa diviene :

✓  N dio . dr\Q   zTn (lo rr\0) P tu  i  ( l o i v \ d )
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da cui uguagliando le p a rti reali e i coefficienti deirim m aginario, si o ttiene 
il sistem a :

Cu)

dy\ o
dt

Tn
2 l 2

I
5»

r  7T 
2 / 2

I
1

D ’altra  parte  la doppia schiera è posta  nella configurazione re tta  dalla (i) , 
il che im plica che il sistem a ( n )  si riduca a :

( 1 2)

I
 ̂ dt

r  tu
12 / 2

I d io _  i v  
I dt ~  121* '°'

Nel piano i;0 , y)0 l’equazione equivalente alle (12)

( 13) &  =  —d^ o  7]o

possiede nell’orig ine; un punto  singolare, che rappresenta il punto  di equi­
librio del vortice ; senza bisogno di analisi approfondita si vede che questo 
punto  singolare è un colle, singolarità sem pre instabile.

In fa tti confrontando la (12) con la equazione in form a norm ale

(  j  a \  dv\o   C S o  +  D y }0

V ^  d i o  ~ ~  A l o  +  B t)o

è noto che si ha un colle quando il d iscrim inante della equazione c a ra tte ri­
stica re la tiva alla (14) A =  (A-— D )2 -fi 4 BC è >> o, ed è inoltre la q u an tità  
AD —  B C < 0 , cosa che si verifica nella (13) avendosi A =  4 , AD —  BC •= —  1. 
Lo stesso risu lta to  si po teva anche o ttenere per im m ediata integrazione d i­
re tta  della ( x3) stessa.

R esta cosi d im ostrato  che non vi può essere stab ilità  e nem m eno in s ta ­
b ilità  differita ai term ini del secondo ordine per la doppia schiera di K àrm àn 
per qualunque possibile perturbazione.

Né vi è da tem ere che il risu lta to  cui siamo giunti possa variare se si 
considerano, nelFequazióne non lineare (6) da cui siamo p artiti, anche i te r­
m ini del 20 ordine e superiori : un teorem a di L iapounoff assicura che essendo 
nell’equazione linearizzata (14), AD —  BC =}= o e i coefficienti A, B, C, D 
non tu t ti  nulli, l ’andam ento delle caratteristiche dell’equazione abbrev ia ta  
è analogo a quello dell’equazione non lineare, e quindi l’analisi della singolarità 
è co rre tta  tu tte  le volte che è A >  o e se è A <  0, purché sia A  +  D o.

Occorre ancora fare qualche considerazione sul fa tto  che nella realtà, 
la schiera di K arm an, sia pure in condizioni abbastanza particolari, si m an i­
festa ed è variabile ed assoggettabile a misure, m ostrando quindi una certa 
« stab ilità  » effettiva.

II. -  RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 2 .
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O ra questo fa tto , natu ralm ente , è influenzato dalla presenza della visco­
sità del fluido reale, che non è messa in conto nei calcoli effettuati nello 
schema ad o tta to  ed agisce in senso stabilizzante ; d ’a ltra  p arte  occorre p ren­
dere con una certa cautela le approssim azioni di calcolo fa tte  da C. C. L in [i i] 
studiando le soluzioni oscillanti delle equazioni di N avier linearizzate, per 
giungere a dare espressioni delle varie grandezze in gioco nelle schiere di vor­
tici in fluidi viscosi, ed in particolare per la variazione di h fl  in funzione 
del tem po.

E noto che già la soluzione del problem a della resistenza del cilindro 
(e della sfera) con le equazioni di N avier linearizzate può ritenersi acce tta ­
bile per num eri di Reynolds N =  U  djv  (U =  velocità della corrente un ifor­
me asin toticam ente a m onte dell’ostacolo, d  =  diam etro del cilindro, v — vi­
scosità cinem atica del fluido), m olto piccoli, ad d irittu ra  inferiori a i. È per 
lo meno dubbio che le stesse equazioni di partenza possano d ar luogo a solu­
zioni che rappresentino sufficientem ente bene un fenomeno che ha luogo 
per valori di N =  1000 4- 5000.

In effetti, una condizione necessaria di stab ilità  deve corrispondere 
all’annullarsi deH’increm ento della velocità in d q tta  sui vortici, provocato 
dalle perturbazioni apporta te  ai vortici stessi. Essendo tale increm ento pro­
porzionale, per il teorem a di K u tta-Joukow sky , alla variazione della forza 
esercitata su ciascun elem ento, l’annullarsi di tale variazione com porta che 
la forza stessa, che, come abbiam o visto, agisce sem pre in senso instabiliz­
zante, abbia un m inim o (4) per l’assetto  corrispondente alla condizione trovata .

Si può ora constatare, ripartendo  dalla (6) e dando uno spostam ento  8,zk 
a tu t t i  i vortici di una fila e 8#i a tu tti  i vortici della seconda fila, che la 
condizione necessaria (ma non sufficiente) a cui si giunge per la stab ilità , 
è la seguente (5) :

( iS ) >

> e!
~F

I

I
2 ^  COS co kl

~¥ 2 à & 
k—I

D ’altronde, dovendo questa form ula valere per ogni valore di co/ com­
preso fra o e 2 re (essendo co la pulsazione spaziale delle perturbazioni appli­
cate ai vortici), la (15) calcolata per co/ =  7u, dà :

(16)
chs 7ih

cos kn 
k*

(4) Potrebbe avere ranche un massimo; si verifica facilmente trattarsi del primo caso.
(5) Non si ripete il calcolo, notissimo, riportato nel testo del VlLLAT (op. cit.) ed in 

maniera analoga in quello del Lamb (op. cit.), per giungere alla condizione (1), che dà la 
configurazione classica della schiera di Kàrmàn.
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vale a dire :

(17)

151

(— i)*+i 
/è2

Nelle formule precedenti le somme che compaiono sono sem pre estese 
da k =  1 a /é-> 00 perché si suppongono p ertu rb a ti tu tti  i vortici, m a esse 
sono del tu tto  generali per il modo con cui sono s ta te  dedotte, e k indica 
sem plicem ente il num ero di vortici pertu rba ti, nell’una e nell’a ltra  schiera, 
oltre i due posti in z0 e s0 ; sarebbe quindi più corretto  scrivere il simbolo

n
di somma in questo modo 2  •

k—\
Si può facilm ente vedere che per qualunque condizione di perturbazione, 

ci si trova sem pre’ nella situazione :

(18) }̂ 2 < c h  — - <  y3 .

In fa tti, pertu rbando  un solo vortice per fila nella (17) scom pare la somma 
al denom inatore del secondo m em bro e resta  il primo m em bro uguale a }'3 ; 
perturbandoli tu t ti  invece, no ta  la somma

00
2k=1

(— d*+i
k2

TU'

12 ’

la (17) si riduce a ch ^ -  =  |2  .

A ssodato quindi che stab ilità  non vi può m ai essere, si no ta  che la forza 
instabilizzante è m inim a in corrispondenza di tu t ta  una serie di situazioni, 
relative alle possibili configurazioni re tte  dalla (18), che si può anche scrivere :

0 8') 0,280 ^  — <  0,365.

Ciò p o rta  ad a ttrib u ire  ai fa tti  accennati questo significato : più il sistem a 
vorticoso è pertu rb a to , più il rapporto  h \l  in cui la schiera può m antenersi, 
sia pure per breve tem po, dim inuisce; al contrario >6// aum enta al d im i­
nuire delle perturbazioni, sem pre tu tta v ia  restando nei lim iti fissati dalle 
(i8) e ( i 8'). ,

Questo risu lta to  pare ben conferm ato dalle esperienze rip o rta te  nella 
Tav. I, figure i e 2 ; la fig. i rappresen ta una delle prim e foto ( tra tta  da [12]) 
della schiera di K àrm àn  : il suo aspetto  è m olto p ertu rba to , ed in essa, il 
rapporto  hjl, v a lu ta to  m ediam ente nella zona più regolare, vale 0,28 ; la 
fig. 2 è t r a t ta  da uno studio assai recente di A. T im m e [13] : le tra ie tto rie  
sono regolarissim e e i vortici pressoché perfetti, indizio di una tecnica speri­
m entale m oderna e raffinata. L a schiera è quindi pochissimo p e rtu rb a ta  e 
il rapporto  A// vale in m edia 0,35, quasi al lim ite superiore della (18'), come 
era intenzione di questo lavoro dim ostrare.
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