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Geometrie finite. —■ Sulla  solubilità del gruppo delle collineazioni 
di un piano sopra un quasicorpo distributivo di ordine non—quadrato (* (**)}. 
Nota di M i c h e l e  V. D. B u r m e s t e r ,  presen tata r#) dal Socio B . S e g r e .

Secondo una vecchia congettura di D. R. Hughes, il gruppo delle colli
neazioni di un piano finito sopra un quasicorpo distributivo proprio (cioè 
non-associativo) è solubile. Tutti i piani noti definiti sopra un quasicorpo 
distributivo [8] (ved. anche [2], [9], [14]) hanno come gruppo di collinea
zioni un gruppo solubile ; però il caso generale non è stato studiato. Dimo
streremo, in questa Nota, che la proprietà sussiste se bordine del piano non 
è un quadrato.

Siano tu un piano definito dal quasicorpo distributivo proprio (non
associativo) 3), e © il gruppo delle sue collineazioni (per le definizioni ved. [3], 
[13], [16]). © contiene un sottogruppo normale metabeliano, T-6,  generato 
dalle traslazioni X e dalle omologie duali delle traslazioni © (ved. [2], [4]: 
un piano sopra un quasicorpo distributivo è un piano di traslazione avente 
come piano duale un piano di traslazione). Dato che T -8  è solubile, © è 
solubile se, e soltanto se, tale è ©/£•© =  21. '21' può essere considerato come 
il gruppo delle collineazioni che fissano tre punti: 0 0 , A , O, 00 essendo
il punto speciale di tu, A un qualsiasi punto improprio =|= 00 e O un qualsiasi 
punto proprio (ciò accade perché ® =  2t •(£•©), 21 n  (£- 8) =  1 e 3T- 8  
è transitivo sulle copie di punti (X , Y), essendo X un punto proprio e Y 
un punto improprio =j= od). Gli elementi di 2( si chiamano autotopismi. Un 
autotopismo può essere rappresentato come una terna (Sj , S2 , S3) di tra
sformazioni di 3)', Sx , S2-, S3 , essendo le trasformazioni indotte dalle per
mutazioni dei punti (O , y) sulla retta O 0 0 , (x , O) sulla A O ed (m) 
sulla 00 A, come risultato delbazione dell’autotopismo in questione, consi
derando O A 00 come triangolo delle coordinate. Assumeremo che questo 
triangolo, assieme ad un certo punto al finito E quale punto unità, coordi
na tizza 8» [13] ; e ne indicheremo ordinatamente con U , i =  1 , 2 , 3, i lati 
O 00 , O A , 00 A.

Valgono le seguenti proprietà per gli autotopismi (St , S2 , S3) ([3], 
[5], [9]) :

A) (Si , S2 , S3) è un autotopismo se, e soltanto se, (x-y) Sx =  
=  (*S2) .0 /S 3), gli Si essendo trasformazioni additive di 8>.

(*) Lavoro;eseguito nell’am bito del 170 gruppo di ricerca del C .N.R. Ai lavori del gruppo 
ha partecipato, nel 1963-1964, come vis iting  professor a  Roma, il prof. D. R. Hughes (Ann 
Arbor); l’A utore desidera esprimergli I4 sua riconoscenza per averlo incoraggiato, con critiche 
e informazioni, nella sua ricerca.

(**) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
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B) Se (Sx , S2 , S3) è un autotopismo, S2 =  Ra Sx , S3 =  Lb S i , cioè 
(Sx , S2 , S3) — (Sx , Ra Sx , Rò SO dove Ra , Lb sono le rappresentazioni : 
x xa , y  -> by, di 0 .

O  (Sj , S2 , S3) è semilineare sopra il centro dC (I) di ® ; cioè (Rtti, 
R«2, Ra3) (Sj , Sa , S3) =-.(Sx , S2 , S3) (Ri3i , Rf32 , R(33) ove oq e dC , (3,. =  a0, de
notando con cr un automorfismo del centro dC 1 (2).

Dalla C) segue che il gruppo degli autotopismi lineari 21 sopra il centro 
(cioè quelli che permutano con ogni_(Rttl , Rtt2 , Rtt3), a- e dC), formano un 
sottogruppo normale di 81, e che .81/81 è isomorfo ad un sottogruppo del 
gruppo degli automorfismi del centro. Dato che questo gruppo è ciclico, 81 è 
solubile se, e soltanto se, tale è 21.

Consideriamo il sottogruppo 3 di 81 composto dagli elementi

(Re*! ) Ra2 > Ra3) > 1̂ — 2̂ 3̂ j  ̂dC,

dove le R .̂ designano le rappresentazioni: x xol{ , x  e 3) (3). Dal fatto
che 3 è commutativo segue che 21 è solubile se, e soltanto se, tale è 21 /3- 
Ci servirà il seguente

LEMMA. -  Se Z € 3 fissa un punto svd lati l{ di 00 A O (diverso dai ver
tici), 3 fissa tutti i punti 1-.

Se Z =  (Rttl , R«2, Rtt3), sia yR a. == y  per certi y  e 3) ed i ; allora Ra. 
è l’identità.

TEOREMA. — vSV c3) è finito, ed ha come ordine un non—quadrato, 6 è solubile.
Dimostreremo il teorema, provando che l’ordine di 21/3 è dispari. Allora 

in virtù del teorema di Feit-Thompson [7], 21/3 è solubile, e quindi tale è 
pure ®.

Supponiamo, per assurdo, che l’ordine di 21/3 sia pari ; allora esi
sterà in 21/3 un elemento di ordine due, cioè un V € 21, V € 3, tale che 
V2 e 3. Sia V =  (Sx , S2 , S3) e V2 -  (Rttl , R„2 , Ra3) , a, € dC (ax =  a2 a3). 
Mostreremo poi che si possono determinare dei p,- tali che a,- =  (pt.)2, e dv, 
i — 1 , 2 , 3 .  Allora

(Si ,'s ; , S32) (Rai , R«2 , Ra3)~ 1 -  (s2 r -;1 , s2 R - 1, S32 R - 1) =

= ((Sx , (s2 RjT2 y , (s3 rì̂ 1)2) = i.
Pertanto, se B =  (Rj3t , Rp2 , Rp3), VB 1 ha ordine due. È ben noto (ved. ad 
esempio [6], [13]) che una collineazione di ordine due è centrale se l’ordine

(1) d t è l ’insieme degli elem enti di 3). che sono perm utabili ed associabili (in tu tti i modi) 
con ogni elemento di *3).

(2) S e c c e te ,  0 ) S !  =  . ( ^ ( R 7 I .« )a ) S i  =  ({xR ~  l) («oc)) Si =  * S , . (baa) S, dalla £ );  ma 
(da a) Sj è un automorfismo del centro (ved. [5] ed anche la (*) di [io]). Perciò Ra i Si =  Si R a .

ai
D ato che S2 =i R , S, , S3 =  U  Si , S2 =  Ra2 R , Si =  Si Rac , R«3 S3 =  Ra3 U  Si =

— L5 Si Rwo .
‘ 3

(3) Il fa tto  che queste terne rappresentano autotopism i segue dalla B).
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del piano è un n o n -q u ad ra to  ; più precisam ente, se l’ordine è pari essa è 
una traslazione, m entre se bordine è dispari essa è una omologia.

Ora, se l ’ordine di tu è pari, poiché V B ~ 1 non può essere una traslazione 
(in quanto  VB~ 1 fissa un triangolo non-degenere) o tteniam o una con trad 
dizione, il che d im ostra il teorem a nell’ipotesi ammessa.

Se l’ordine di 7u è dispari, V B~~1 è u n ’omologia involutoria. D ato  che le 
sole omologie in vo lu tone di 7U sono le (4)

(R—, > R-x , 1 )  , (R—1, I , R - i )  , ( I  , R _ i , R - 0 ,

ne discende che V B -1  e 3 ossia V e 3 *B — 3 - Q uest’u ltim a relazione con tra
dice l’ipotesi fa tta , onde anche in questo caso il teorem a è stabilito . Abbiam o 
così rido tto  il teorem a al problem a di determ inare dei e Si, tali che (Pz)2 =  oc,-.

Possiamo in tan to  supporre che l’ordine di V  sia del tipo 2m : in fa tti, s ’esso 
fosse del tipo 2 m-k, con k  dispari, basterebbe sostituire V con V*, in quanto  
q u es t’ultim o elem ento non apparterrebbe a 3 e avrebbe ordine 2 m, D e tti q 
l ’ordine di Si, qd (d  dispari) l ’ordine di abbiam o (qd — i) =  ( ^ — 1). 
{qd~ z +  • • • +  1), ove qd~ J +  • • • + 1  risu lta  dispari (poiché tali sono d  e q). 
P ertan to , d e tti 2mi gli ordini delle Sf. , /  =■ 1 , 2 , 3 <  m), ed ammesso
che 2mi d ivida qd—  1, esiste in Si un elem ento d ’ordine 2mi . M a a,- ha ordine
2m~ 1, poiché (Si , S“ , S3) =  (Rox , Ra2 > Ra3) ; ne segue che -  come vole- 
vasi — esistono dei 6 dv tali che (( -̂)2 =  a,-. Perciò il teorem a sarà stab i
lito se dim ostrerem o che 2mi divide qd —  1 (per i  — 1 , 2 , 3).

Se 2mi — 2 (cioè m i — 1) , 2mì divide ovviam ente qd —  1. Se invece 2mì >  2, 
consideriam o la suddivisione in classi

m -  — 1
\x] =  {x , , x s r ,  • • •, xSi }

dei pun ti della re tta  li. N otiam o che [x] consta di esa ttam ente 2mì punti, 
poiché =  x  , w  <  2mi con w  pari implica (xS *)w!2 =  x  ; quindi, in base 
al Lem m a, w dev’essere un m ultiplo di 2mi , il che non è possibile in quanto  
O <Cw <C 2 mi. vSe w  è dispari, ancora in v irtù  del Lem m a, 2 w  dev ’essere un 
m ultiplo di 2miy cioè 2 w  — 2mi k y con k  intero >  1. Q uest’u ltim a relazione 
non può però valere, poiché w  è dispari ed rm >  1.

In definitiva, poiché l’insieme dei qd—  1 pun ti di U risu lta  suddiviso in 
classi (disgiunte), ciascuna di 2 ^  elem enti, così 2W/ divide qd —  1 ed il 
teorem a è stabilito .

OSSERVAZIONE i a. -  L a restrizione che l’ordine di 7u sia un non-quadrato , 
en tra  in m odo non del tu tto  essenziale nella dim ostrazione del teorem a.

(4) Sia (Sx, S2 , S3) u n ’omologia involutoria; una delle S,- dev’essere l ’identità:
i° sia Si -  1; dalle E ), A )  si ha S2 =  (R*)2 =  S2 =  ( L ) 2 =  1 e ab '=  1 ; quindi 

a — b — +  1;
20 sia S2 =  1 ; dalla E ) =  Si poiché S2 =  1, e quindi (R^)2 — r. Ciò implica

a — =b 1 e, dato che ab =  1 (dalla A )), b =  1 :
3° sia S3 =  1 dalla E ) L& =  Si poiché S* =  1, e* quindi (L^) =  1. Ciò implica

b — i  1 e, dato  che ab =  1 , a — 1 .
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Una facile modificazione di questa permette infatti di enunciare il teorema 
sotto forma piu generale dicendo che : ® è solubile se Vordine di % sopra 
il suo centro è dispari.

O s s e rv a z io n e  2a. -  In un prossimo lavoro nell’« Archi v der Matema- 
tik », D. R. Hughes e l’autore della presente Nota otterranno un teorema 
ancora più generale, secondo cui: ® è solubile se Vordine di % sopra un
qualsiasi suo nucleo è dispari.
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