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Geometrie finite. — Sw/la solubilits del gruppo delle collineazioni
di un piano sopra un quasicorpo distributivo di ordine non—gquadrato ©.
Nota di MicHELE V. D. BURMESTER, presentata dal Socio B. SEGRE.

Secondo una vecchia congettura di D. R. Hughes, il gruppo delle colli-
neazioni di un piano finito sopra un quasicorpo distributivo proprio (cioé
non-associativo) & solubile. Tutti i piani noti definiti sopra un quasicorpo
distributivo [8] (ved. anche [2], [9], [14]) hanno come gruppodi collinea-
zioni un gruppo solubile; perd il caso generale non & stato studiato. Dimo-
streremo, in questa Nota, che la proprieta sussiste se I'ordine del piano non

¢ un quadrato.

Siano 7 un piano definito dal quasicorpo distributivo proprio (non—
associativo) 9, e € il gruppo delle sue collineazioni (per le definizioni ved. [3],
[13], [16]). € contiene un sottogruppo normale metabeliano, T-&, generato
dalle traslazioni ¥ e dalle omologie dualidelle traslazioni & (ved. [2], [4]:.
un piano sopra un quasicorpo distributivo ¢ un piano di traslazione avente
come piano duale un piano di traslazione). Dato che T-& & solubile, § &
solubile se, e soltanto se, tale ¢ €/T-S = A. A pud essere considerato come
il gruppo delle collineazioni che fissano tre punti: oo, A, O, co essendo
il punto speciale di =, A un qualsiasi punto improprio == coe O un qualsiasi
punto proprio (cio accade perché € =A-(T-&), AN (T-S)=1 e T-&
¢ transitivo sulle copie di punti (X ,Y), essendo X un punto proprio e Y
un punto improprio == co). Gli elementi di A si chiamano awtotopismi. Un
autotopismo pud essere rappresentato come una terna (S,,S,,S,) di tra-
sformazioni di ©,S.,S,,S;, essendo le trasformazioni indotte dalle per-
mutazioni dei punti (O,y) sulla retta O co,(x,0) sulla AO ed (m)
sulla. c0A, come risultato dell’azione dell’autotopismo in questione, consi-
derando O A oo come triangolo delle coordinate. Assumeremo che questo
triangolo, assieme ad un certo punto al finito E quale punto unitd, coordi-
natizza 9 [13]; e ne indicheremo ordinatamente con ;,7=1,2,3, i lati
O oc0,0A, c©A. ‘

Valgono le seguenti proprieta per gli autotopismi (S:,S.,S;) ([3],
[5], [oD:

A) (5:,S.,S;) ¢ un autotopismo se, e soltanto se, (x-y)S, =
= (x5,)-(¥8S;), gli S; essendo trasformazioni additive di 9.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del 17° gruppo di ricerca del C.N.R. Ai lavori del gruppo
ha partecipato, el 1963-1964; come visiting professor a Roma, il prof. D. R. Hughes (Ann
Arbor); ’Autore desidera esprimergli la sua riconoscenza per averlo incoraggiato, con critiche
e informazioni, nella sua ricerca.

(**) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
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B) Se (5:,S.,S;) ¢ un autotopismo, S, = R.S,,S, = L;S,, cio¢
(5:,S.,S)=(S:,R.S,,LsS,) dove R.,,L; sono le rappresentazioni :
x—>xa,y— by, di 9.

€)(S:,5:,S;) ¢ semilineare sopra il centro &K ) di ©; cioe (R,,,
Ro,» Rap) (5:,5:,5;) =(5:,5.,5;) (Rg,, Rp,, Ry ove o, €30, B, = af, de-
notando con 6 un automorfismo del centro K .

Dalla C) segue che il gruppo degli autotopismi lineari ¥ sopra il centro
(cioe quelli che permutano con ogni (Ra! » R, , Ray), a,; € K), formano un
sottogruppo normale di ¥, e che A/A & isomorfo ad un sottogruppo del
gruppo degli automorfismi del centro. Dato che questo gruppo & ciclico, % &
solubile se, e soltanto se, tale & .

Consideriamo il sottogruppo 3 di % composto dagli elementi

(Ra;  Roy s Rey) =05, o €H,

dove le R,, designano le rappresentazioni: x— xa;,x €9 . Dal fatto

che 3 ¢ commutativo segue che ¥ ¢& solubile se, e soltanto se, tale & A/3.
Ci servira il seguente

LEMMA. ~ Se Z € 3 fissa un punto sui lati I, di oo A O (diverso dai ver-
tici), B fissa tutti i punti ;.

Se Z = (Ry,;, Rq,, Ry,), sia YR, =y per certi y €D ed 7; allora R,
¢ l'identita.

TEOREMA. — Se D & finito, ed ha come ordine un non—quadrato, § é solubile.

Dimostreremo il teorema, provando che I'ordine di /3 & dispari. Allora
in virtd del teorema di Feit-Thompson [7], %/3 & solubile, e quindi tale &
pure @. ‘

Supponiamo, peér assurdo, che Tordine di ¥ [3 sia pari; allora esi-
sterd in /3 un elemento di ordine due, ciot un V €3,V ¢ 3, tale che
Vz e 3. Sia V=(5,S.,S;) e V2= (R, ,Rq,, Ry, €K (0 = o, 3).
Mostreremo poi che si possono determinare dei B, tali che a; = (8,)?, B, € &,
i=1,2,3. Allera

(S:,S:,S) (Ra, » Ra, , Ro))— 7= (S5 R;;’,SZR,;I, S; RS =
= ((S: Rg,)?, (S. Rg, ) (83 Rp ) =1

Pertanto, se B = (Rp,, Rg,, Ry)), VB-* ha ordine due. E ben noto (ved. ad
esempio [6], [13]) che una collineazione di ordine due ¢ centrale se 1'ordine

(1) J¢ & Pinsieme degli elementi di D che sono permutabili ed associabili (in tutti i modi)
icon ogni elemento di D. .

(2) Sea € J, (x2) Sz = (x (R " a) &) S: = ((xR]" ) (an)) St = 2S;- (ba &) S: dalla B); ma
(ba o) Sz:¢ un automorfismo del centro (ved. [5] ed anche la (2) di [10]). Percid Re,S:=S: Rs.
Dato che S;=R,St,S3=14S:, RaySs = Ra, R, S: = R.S: R o, Ray Sg = Ray Ly Sz =
=1,S; Rag

(3) 11 fatto che queste terne rappresentano autotopismi segue dalla B).
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del piano & un non-quadrato; pil precisamente, se I'ordine & pari essa &
una traslazione, mentre se l'ordine & dispari essa ¢ una omologia.

Ora, se 'ordine di 7 & pari, poiché VB~ * non pud essere una traslazione
(in quanto VB~ * fissa un triangolo non-degenere) ottemiamo una contrad-
dizione, il che dimostra il teorema nell'ipotesi ammessa.

Se l'ordine di = ¢ dispari, VB—* & un’omologia involutoria. Dato che le
sole omologie involutorie di = sono le ()

(R—xyR—IyI) ) (R—*I)I)R-—-I> ’ (I;R—I)R»-—1>:

ne discende che VB—<€ 3 ossia V€ §-B = 3. Quest’ultima relazione contra-
dice I'ipotesi fatta, onde anche in questo caso il teorema ¢ stabilito. Abbiamo
cosi ridotto il teorema al problema di determinare dei 8, € &, tali che (8,)* = «,.

Possiamo intanto supporre che I'ordine di V sia del tipo 2 : infatti, s’esso
fosse del tipo 2”4, con £ dispari, basterebbe sostituire V con V%, in quanto
quest’ultimo elemento non apparterrebbe a 3 e avrebbe ordine 2”. Detti ¢
Pordine di &, ¢? (d dispari) I'ordine di 9, abbiamo (¢ — 1) = (g — 1)-
(= +-- -+ 1), ove ¢g?—* 4. +1 risulta dispari (poiché tali sono e g).
Pertanto, detti 27 gli ordini delle S,,7=1,2,3 (m; <m), ed ammesso
che 27 divida ¢¢ — 1, esiste in & un elemento d’ordine 2. Ma «, ha ordine
27 —1, poiché (S;,S;,S)) = (Ra,, Ry, , Ry); ne segue che — come vole-
vasi — esistono dei B; € K tali che (8,)? = «,. Percid il teorema sari stabi-
lito se dimostreremo che 27 divide ¢g? — 1 (per i =1, 2, 3). ,

Se 27 = 2 (cio¢ m; = 1), 2™ divide ovviamente ¢ — 1. Se invece 27 > 2,
consideriamo- la suddivisione in classi

my— 1

{x}={x,xS,~,xSf,~-,xSft }

dei punti della retta /;. Notiamo che {x} consta di esattamente 2 punti,
poiché xS = x ,w < 2" con w pari implica (xS})** = x; quindi, in base
al Lemma, w'dev’essere un multiplo di 2”:, il che non & possibile in quanto
O <w < 2™. Se w ¢ dispari, ancora in virti del Lemma, 2% dev’essere un
multipld di 27, cio¢ 2w = 2" £, con / intero > 1. Quest’ultima relazione
non pud perd valere, poiché w & dispari ed ;> 1.

In definitiva, poiché 'insiemne dei ¢— 1 punti di / risulta suddiviso in
classi (disgiunte), ciascuna di 2”; elementi, cosi 27 divide ¢?— 1 ed il
teorema ¢ stabilito. S

OSSERVAZIONE 12, — La restrizione che I'ordine di = sia un non-quadrato,
entra in modo non del tutto essenziale nella dimostrazione del teorema.

(4) Sia (S:, Sz, S3) un’omologia involutoria; una delle S; dev’essere I'identita:
1° sia S; = 1; dalle B), 4) si ha S2 = (R,)? = S;=(Ls)*=1 € ab=1; quindi
a=6=+41 '
2° sia 82 =1; dalla B) R, =S; poiché S? =1, e quindi (R,)* = 1. Cid implica
a= 41 e, dato che a6 =1 (dalla 4)), 6 = + 1;
3°sia S3=1 dalla B) Ly = S: poiché S? =1, e quindi (Lg) = 1. Cid implica
b=41 e dato che ab=1,a=-41. )
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Una facile modificazione di questa permette infatti di enunciare il teorema
sotto forma piu generale dicendo che: € & solubile se Pordine di D sopra
il suo centro é dispari.

OSSERVAZIONE 22. — Inun prossimo lavoro nell’« Archiv der Matema-
tik », D. R. Hughes e l'autore della presente Nota otterranno un teorema
ancora piu generale, secondo cui: € ¢ solubile se lordine di D sopra un
qualsiasi suo nucleo é dispari.
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