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Teoria dei numeri. — Swur les polynémes en x qui pour une infi-
nité de nombres naturels x donnent des nombres pseudopremiers. Nota
di A. Rorkiewicz, presentata ® dal Socio straniero W. SIERPINSKI.

On appelle pseudopremiers les nombres composés %, tels que 7|2” — 2.
Dans le travail [3] j'ai démontré que si a et & sont des nombres naturels
premiers entre eux, il existe une infinité de nombres naturels x pour lesquels
ax + b est un nombre pseudopremier. Pour les polynémes du premier degré
est donc vraie la proposition qui correspond au théoreme de Dirichlet pour
les nombres premiers. Or, on ne connait aucun polynéme du degré >1 d’une
variable x# dont on pourrait démontrer qu’il donne des nombres premiers
pour une infinité de nombres naturels x. Autrement est pour les nombres
pseudopremiers, ot 'on peut démontrer les théorémes suivants.

THEOREME 1. — Pour tout nombre naturel n il existe une infinité de poly-
némes en x du degré n awux coefficients entiers, irréductibles, qui donnent des
nombres pseudopremiers pour ume infinité de nombres naturels x.

THEOREME 2. — Pour tout nombre naturel n> 1 il existe un polynéme
en x du degré n, réductible, qui donne des nombres pseudopremiers pour une
infinité de nombres naturels x.

LEMME 1. — S¢.m et n sont des nombres naturels premiers entre eux,
le polyndéme 27 x" — 1 donme, pour wune infinité de nombres naturvels x, des
nombres pseudopremiers.

Démonstration du lemme 1. — Soient 7 et » des nombres na-
turels premiers entre eukx. D’aprés le théoréme du travail [3], il existe une
infinité de nombres naturels £ tels que 7£ -+ 7 est un nombre pseudopremier.
Alors le nombre 27#+7 — 1 est aussi pseudopremier (voir [8]). Or 2#+7 —1 =
= 27 (2" —1.

Le polynéme f(x) = 2” 2" — 1 donne donc pour x = 2* (ol £ est un
nombre naturel pour lequel #£ < 7 est un nombre pseudopremier) des nom-
bres pseudopremiers. '

Démonstration du théoréme 1. —Vu qu'il existe pour tout nombre
naturel # une infinité de nombres naturels 7 premiers avec #, il reste a
démontrer que le polyndéme 27 x” — 1 est pour (m , #) =1 irréductible. Pour
le prouver nous profiterons du théoréme de K. Th. Vahlen et A. Capelli
d’aprés lequel le binéme x* — A, ol A est un nombre naturel, est réductible
dans ce et seulement dans ce cas s'il existe un nombre premier p tel que
p|n et A = b4?, ol b est nombre naturel.

Si le polyndme 27 x"—1 était réductible, il serait le méme pour le
polynéme x* — 27 et, d’aprés le théoréme de Th. Vahlen et A. Capelli, il exi-

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
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sterait un nombre premier p|z et un nombre naturel 4 tels que 2™ = 42, ce
qui est impossible, vu que (#, %) = 1.

Le théoréme 1 se trouve ainsi démontré.

LEMME 2. — Si n est un nombre naturel > 1 et p est un nombre premier
de la forme o (n (2" — 1))k + 1 plus grand que 2" —1, alors le nombre

np

25 —1 .
N = ——— est psendopremier.

Démonstration du lemme 2. - Vu que p> 2"—1>%, on a

2"t 1

m—1
Or, on a N >2"¢#—9> 220—0 >2? —1 et le nombre N est composé. On a

(22 —1,2" —1) =20 —1=2"—1=1, donc 1<2?—1

_ 2?2t ("D
(1) N—1= m—1 7 —1 '
Soit # = 2%m, ou (m,2) = 1. Le nombre premier p étant de la forme
(@ —1)k+1, daprés m|n on a ¢ (m (2" —1))|o (n (2" —1))|p—1,
d’oli:
m (2" —1)| 2P =)y 2?7 — 12"

donc, d’apres (1),
(2) m|N—1.

Comme 2" > 7 = 2%m, on a n>a et 2%|2” et il résulte de (1) et (2) que
(3) n|N—r1.
Comme p|22—* —1, p> 2" —1 > n, il résulte de (1) que p|N —1 et,
np_
d’aprés (3) on a #p|N —1. Donc N =%\2”1’——— 1|2N—1—1 et N est
un nombre pseudopremier. Le lemme 2 est ainsi démontré.
2 —1
: % —1 :
du théoréme de Dirichlet qu’il existe une infinité de nombres premiers p
de la forme ¢ (7 (2" — 1)) £+ 1 (J’ai donné une démonstration élémentaire -
de la proposition qu’il existe pour tout nombre naturel 7 une infinité de
nombres premiers de la forme mx + 1 dans le travail [5]). Vu que le nombre

np
p)y — 2 —1
flat) =2 =

Démonstration du théoréme 2. — Soit f(x) =

Il résulte

est pseudopremier, il existe une infinité de nombres naturels

x pour lesquels le nombre f(x) est pseudopremier.
Comme I'a remarqué M. A. Schinzel, il en résulte que le polynéme

" i 27— 1)t + 2t —1
g O =fl@—nt+q = E=Dlbl—t
du degré # et aux coefficients entiers, donne pour une infinité de valeurs natu-
rels # des nombres pseudopremiers. Le polynéme g (¢) est réductible, puisque

(@ — 1)t +1]g @)
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2 .
? T est entier et,

”-—- —
Comme 2" —1[2%® 79— 1]2?7"—p, le nombre

y np
\ 28 —2 2 —1 .
d’aprés le lemme 2 le nombre g(z’u—r ) = —,— ost pseudopremier. Le

théoréme 2 est ainsi démontré.

THEOREME 3. — Les polyndmes f(x) = x? — 1, ot p est un nombre pre-
mier, et g (x) = (" +1) (@@ +1), o n=0,1,2, donnent pour une infi-
nité de mombres naturels x des nombres pseudopremiers.

Démonstration du théoréeme 3. — D’aprés le théoréme 2 du tra-
vail [4] il existe pour tout nombre premier p une infinité de nombres natu-
rels 7, tels que #p est un nombre pseudopremier. Alors le nombre f(27) =
= (2")? —1 = 2" — 1 est aussi pseudopremier et il existe une infinité des
nombres naturels x, pour lesquels #(x) est un nombre pseudopremier.

Or, soit g (x) = (" + 1) @ 4 1), ot #=0,1,2,--- et soit x = 22",
ot m=2,3, -+ Oraura g(2) = 27" 4 1) """ + 1), ce qui est un
nombre pseudopremier, puisque les nombres (2** 4+ 1) (2**7" 4 1) sont pour
#=2,3,... pseudopremiers, ce qui a prouvé M. Cipolla dans le travail [2].
La démonstration du théoréme 3 est ainsi achevée.

- THEOREME 4. — /I existe ume infinité de nombres naturels impairs x,
pour lesquels les nombres f,(x) =z, fo(x)=2x—1, f;(x)=3x—2,
So) =22 —2x, fi(@x) =3x—2x fsx)=6xr—7x+2, f (&)=
=06x3—72x°+ 2x sont a la fois pseudopremiers.

Démonstration du théoréme 4. — Dans le travail [6] j’ai dé-
montré qu'il existe une infinité de nombres naturels x tels que les nombres x,
2% —1 et 3x— 2 sont pseudopremiers. De la démonstration de cette pro-
position résulte qu’on a alors les formules x|2*—~*—1, 2x —1|2"—*—1,
3x—2|2*~*— 1. (Dans le travail [6] j’ai démontré que si ces formules
ont lieu pour un nombre naturel x, elles restes vraies lorsqu’on y remplace
x par le nombre ix—;1> x, et qu'elles sont vraies pouf le nombre

237 1 ) , N .
x = -——L) Les nombres x, 24 —1 et 3 x — 2 étant deux & deux premiers

entre eux, et vu que x —1|zx(2x—1)—1I, x—1|x(3xr—2)—1,
x—1|x—1)3xr—2)—I, x—1I|x(2x—1)(3x—2)—1 on a f,(x)=
=x(x—1)|2" T — 1|24 A =x (3x—2)|2" T —1| 2P,
A@=Gr—0Gr—2)|2 1|97 —1, £, =x e x—1)(3r—2)|
|2f 7®=%_ | et les nombres fi(x)(@=1,2,---,7) sont pseudopremiers. Le
théoréme 4 est ainsi démontré.

THEOREME 5. — /I existe une infinité de nombres naturels n impairs,
tels que les nombres n, 2n + 1 et 6 n + 1 sont pseudopremiers.

-LEMME 3. — S¢ les nombres n, 2n + 1 et 6 n + 1 sont pseudopremiers
N 22"

et 3n(2n—+ 1), alors pour N =T> n les nombres N, 2N + 1 et
6N + 1 sont pseudoprémiers et 3N (2N + 1).
Démonstration du lemme 3. — Soient 7, 2% 41 et 67 41 des
—1

nombres pseudopremiers, N = %— et 3n(2n+1). Alors 2N + 1=



A. ROTKIEWICZ, Sur les polyndmes en x qui pour une infinité de nombres, etc. 139

2n+1
= i——%, 6 N+ 1=22"t* —1 et, comme dans le travail [6] on démontre

que ces nombre sont pseudopremiers et que 3N (2 N + 1). ,
Démonstration du théoréme 5. — Vu le lemme 3 il reste &
trouver un nombre impair 7 tel que #, 2# + 1 et 6 % + 1 sont des nom-

224 g

bres pseudoprermers et 37z (2n+1). Tel est le nombre #» = . En
2 1 oz
effet on a alors 27 + 1 = —3i~ 67+ 1=2%—1 et on vérifié que ces
. 44—y 28 —2 83
nombres sont composés. Comme #—1="—= 25 ="""" 6G=12 —2,

on a 2:41|n—1, 2-83|2n 2-83|6#%n dou |24 —1|2n—r —7,
2n+ 1228 —1]22"—1, 67+ 1|28 —1|2%"—1, et on vérifie sans
peine que 37 (27 + 1). Le théoréme 3 est ainsi démontré.

THEOREME 6. — [I existe une infinité de nombres naturels impairs n,
tels que les nombres n et 10 n — 3 sont pseydopremiers.

Démonstration du théoréme 6. — D’aprés le théoréme 5 il exi-
ste une infinit¢é de nombres imparis 7, tels que les nombres 7z et 2 7 -+ 1
22n+ I

sont pseudopremiers. Alors les nombres N= et IoON—3 = 227t1—

sont aussi pseudopremiers. En effet, le nombre 2 z + 1 étant pseudopremier,
le nombre 227+1— 1 est aussi pseudopremier. Or, on a

, n_;f—x n4+1 |
N — (2"+1+2 2 e 1 —2 2)

it s
" >s5 et 2"+ 1427 > 5 (puisque z > 341),
(27 — 2) (27 + 2)

et, vu que 2" + 1 —2

nombre N est composé. Comme N —1= , on a4n|N—I,
d’oli: N|2¢”—1|2¥—*—1 et N est un nombre pseudopremier. Le théo-
réme 6 est ainsi démontré.

THEOREME 7. — [/ existe une infinité de nombres naturels x tels que

a) les mombres 2 x* —1, 2x* —1 et 2 5— 1 sont pseudopremiers,
b) les nombres 2 x* —1, 8x*—1 et 128 ¥ —1 sont pseudopremiers,

) les nombres 2 x> —1 et 128 x°° — 1 sont pseudopremiers.

Démonstration du théoréeme 7. — D’aprés le théoréme 4 il existe
une infinité de nombres naturels impairs 7, tels que les nombres 7, 2 7 — 1
et 3 7 — 2 sont pseudopremiers. Il en résulte qu’il existe une infinité de nom-
bres naturels £ tels que les nombres 24 +1,4%4+1 et 64+ 1 sont pseudo-
premiers. Alors les nombres

Etr 3 bt & 641 N
2T —r=20@—1 , 2T —r=20f —1 et 2T =N
sont aussi pseudopremiers et les polyndmes 2x*—1, 24 —1 et 245 —1
donnent des nombres pseudopremiers pour une infinité de nombres naturels .
La démonstration des cas 4) et ¢) est analogue, ol il faut appliquer les
théorémes 5 et 6.
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HYPOTHESE H. — s dtant un nombre naturel et f. (%), f, (x),-- -, f. (%)
des polyndmes en x aux coefficients entiers, ow le coefficient de la plus haute puis-
sance de x est positif, deux & deux premiers entre eux et satisfaissant & la condition
S:. Il wexiste aucun entier >1 qui divise le produit f, @), f2(x) - [, (x) quel
que soit Uentier x, alors il existe une infinité de nombres naturels x pour lesquels
chacun des nombres fi (x),f. (%), -, f, (x) est pseudopremiers.

On obtient ’hypothése H, de I'hypothése H de M. A. Schinzel (voir [7])
en y remplagant les nombres premiers par les nombres pseudopremiers et
en remplagant la condition que les polyndémes f, (x),f, (¥),- - -, f, () soient
irréductibles par celle qu’ils soient deux & deux premiers entre eux.
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