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Teoria dei numeri. — Sur les polynómes en x  qui pour une infi­
nite de nombres naturels x  donnent des nombres pseudopremiers. Nota 
di A. R otkiewic2, presen ta ta (#) dal Socio straniero W. S ie r pinsk i .

On appelle pseudo premiers les nombres composés n ì tels que n | 2n —  2. 
D ans le trava il [3] j ’ai dém ontré que si a et b sont des nom bres naturels 
prem iers en tre eux, il existe une infinite de nom bres naturels ^  pour lesquels 
ax +  b est un nom bre pseudoprem ier. Pour les polynómes du prem ier degré 
est done vraie la proposition qui correspond au théorèm e de D irichlet pour 
les nom bres premiers. Or, on ne connait aucun polynòm e du degré >  1 d ’une 
variable x  don t on pourra it dém ontrer q u ’il donne des nom bres premiers 
pour une infinite de nom bres naturels x. A utrem ent est pour les nombres 
pseudoprem iers, où Ton peu t dém ontrer les théorèmes suivants.

ThÉORÈME i. — Pour tout nombre naturel n il  existe une infinite de poly­
nómes en x  du degré n aux coefficients entiers, irréductibles, qui donnent des 
nombres pseudopremiers pour une infinite de nombres naturels x.

THÉORÈME 2. -  Pour tout nombre naturel n >> 1 il  existe un polynòme 
en x  du degré n, rèductible, qui donne des nombres pseudo premiers pour une 
infinitè de nombres naturels x.

Lemme i. -  S i m et n sont des nombres naturels premiers entre eux, 
le polynòme 2™ x n — 1 donne, pour une infinitè d,e nombres naturels ;r, des 
nombres pseudopremiers.

D è m o  n s t r a t  i o n  du lemme 1. -  Soient m  e t n des nom bres n a ­
turels premiers en tre  euk. D ’après le théorème du travail [3], il, existe une 
infinitè de nom bres naturels k tels que nk -f- m  est un  nom bre pseudoprem ier. 
Alors le nom bre 2nk+m —  1 est aussi pseudoprem ier (voir [8]). O r 2nk+m —  1 =
_  2 m ( 2 k) n -----I .

Le polynòm e /  (x ) =  2 m x n —  1 donne done pour x  =  2k (où k est un 
nom bre natu re l pour lequel nk  fi- m  est un  nom bre pseudoprem ier) des noifl- 
bres pseudoprem iers.

D é m o n s t r a t i o n  du théorème 1. -  V u q u ’il existe pour to u t nom bre 
natu rel n une infinitè de nom bres naturels m  premiers avec n> il reste à 
dém ontrer que le polynòm e 2 m x n — 1 est pour (m , n) =  1 irréductible. Pour 
le prouver nous profiterons du théorème de K. Th. V ahlen e t A. Capelli 
d ’après lequel le binòm e x* —  A, où A  est un  nom bre naturel, est rèductible 
dans ce e t seulem ent dans ce cas s ’il existe un nom bre prem ier p  tei que 
p  | n et A  =  bpì où b est nom bre naturel.

Si le polynòm e 2 m x n —  1 é ta it rèductible, il serait le m èm e pour le 
polynòme —  2m et, d ’après le théorème de Th. Vahlen e t A. Capelli, il exi-

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
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sterait un nombre premier p \n  e t un nombre naturel b tels que 2m =  ce 
qui est impossible, vu que (m , n) =  1.

Le théorème 1 se trouve ainsi démontré.
Lemme 2. — 'S i  n est un nombre naturel >  1 et p  est un nombre premier 

de la form e  9 (n (2n — 1)) k fi- 1 plus grand que 2 n— 1, alors le nombre
2n£_ 1

N =  I est pseudopremier.

D é m o n s t r a t i o n

(2* —  I, 2n ■— i) =  2 ^ >  ---

du lemme 2. -  Vu que p  >  2 n 

1 — 21 — 1 =  1, done i <  2* —

—  1 > n ,

1 2 ^ — 1 
2n-- I

on a 

■= N.

Or, on a N > 2 ^  >  22^ ~ I> >>2^— 1 et le nom bre N est composé. On a

( 0 N —  1
,np _  2,
2*-- I

2* ( 2 ^ ~ I>— I) 
2*--  I

Soit n =  2a-m, où (m , 2) =  1. Le nombre premier p  é tan t de la forme 
9 (fi (2* — 1)) k +  1, d ’après m \n  on a 9 (m (2* ■— 1)) | 9 (n (2 n —- 1)) |p  —  1, 
d ’où :

/  nm  (2 --  I )  | 2V(*(>f-*))-_  J | 2* -z  _  J | 2^ -x >  _  J >

done, d ’après (1),

(2) m  N —  1 .

Comme 2n >> n =  2a m, on a n >oc e t 2a | 2 n et il résulte de (1) e t (2) que

(3) n | N —  1 .

Comme p | 2 * - ' — 1, p >  2*—  1 >  n , il résulte de (1) que p | N —  1 et,
np

d ’après (3) on a np |N  — 1. Done N =  —_ _  | 2 ^ — i.| 2N—x— 1 et N est

un nom bre pseudoprem ier. Le lemme 2 est ainsi dém ontré.

D é m o n s t r a t i o n  du théorèm e 2. -  Soit /  (x) =  — * . Il résulte

du théorèm e de D irichlet q n ’il existe une infinité de nom bres prem iers p 
de la forme 9 (n (2n —  1)) ^  - f  1 ( J ’ai donné une dém onstration élém entaire 
de la proposition q u ’il existe pour to u t nom bre naturel m  une infinité de 
nom bres premiers de la forme m x  fi- 1 dans le travail [5]). V u que le nom bre

2  1
f  (2p) j  est pseudoprem ier, il existe une infinité de nom bres naturels

x  pouf lesquels le nom bre f  (x) est pseudopremier.
Copime l’a rem arqué M. A. Schinzel, il en résulte que le polynóme

g od = y [ ( 2 k — 1 ) t + 2 ] = — ^ >

du degré n et aux coefficients en tiers, donne pour une infinité de valeurs n a tu ­
rels t des nom bres pseudopremiers. Le polynóme g  (t) est réductible, puisque 
(2 "—  i ) t f i - i \ g ( f ) .
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Comme 2n— x)—■ i \ 2 p 1— p , le nom bre —----- -- est entier et,
1 I r  2 n -----  I ’

} / 2P__2 \ 2 nP  j
d ’après le lemme 2 le nom bre g l  —---- - j  =  — — — est pseudopremier. Le
théorèm e 2 est ainsi dém ontré.

ThÉORÈME 3. — Les polynómes f  (oc) =  x* -— 1, oil p  est un nombre pre­
mier , et g  (oc) =  (x2* +  1) (x2n+1 + 1 ) ,  o ù . n =  0 , 1 , 2 ,  donnent pour une infi­
nite de nombres naturels x  des nombres pseudopremiers.

D e m o n s t r a t i o n  du théorèm e 3. -  D ’après le théorèm e 2 du tra ­
vail [4] il existe pour to u t nom bre prem ier p  une infinité de nom bres n a tu ­
rels n , tels que np est un nom bre pseudoprem ier. Alors le nom bre / ( 2n) =  
— (2ny  —  1 =  2np —  1 est aussi pseudoprem ier et il existe une infinité des 
nom bres naturels ;r, pour lesquels f  (oc) est un nom bre pseudoprem ier.

Or, soit g  (x) =  (:xa" +  1) (x2n+I +  1), où n =  o , 1 , 2 , • • • e t soit x  =  22™ » 
où m  =  2 , 3 , • • • O r aura g  f i 2™) =  f i 2n+m - f  1) (22n+m+I i ) ? Ce qui est un 
nom bre pseudoprem ier, puisque les nombres (22̂  +  1) (22̂ +I +  1) son t pour 
k =  2 , 3 , • • • pseudoprem iers, ce qui a prouvé M. Cipolla dans le travail [2]. 
La dém onstration du théorèm e 3 est ainsi achevée.

THÉORÈME 4. — I l  existe une infinité de nombres naturels impairs x, 
pour lesquels les nombres f  L (x) =  x> f 2 (x) — 2 x  —  1, f 3 (x) =  3 x  —  2,

' U \x ) =  2 f s (x) =  3 X 2 — 2 X ,  f 6 (x) =  6 x 2 —  7 X  +  2, f 7 (x) =
=  6 x 3 -— 7 x 2 '-f- 2 x  sont à la fo is  pseudo premiers.

D é m o n s t r a t i o n  du théorèm e 4. -  Dans le travail [6] j ’ai dé­
m ontré q u ’il existe une infinité de nom bres naturels # tels que les nom bres x,
2 x — 1 et 3 ^  —  2 sont pseudoprem iers. De la dém onstration de cette p ro­
position résulte q u ’on a  alors les formules x \2 x~~1— 1, 2 x  —  11 2^~~1 —  1,
3 oc —  2 | 2X 1— 1. (Dans le travail [6] j ’ai dém ontré que si ces formules 
o n t lieu pour un nom bre naturel x y elles restes vraies lorsqu’on y remplace

2 2 — x ■ j
x  par le n o m b r e --------------- >> x, e t q u ’elles sont vraies pour le nom bre

237 _|_ 1
oc =  ——  ). Les nom bres x, 2 x  —  1 et 3 x  —  2 é tan t deux a deux prem iers
en tre  eux, e t vu que x  —  1 \ x  (2 x  —  1) —  1, x  — 1 | x  (3 x  —  2) —  1, 
x  —  i \ (2 x  —  1 ) (3 x  —  2) ■— 1, x  1 ] x  (2 x  1 ) (3 x  —  2) —  1 on a / 4 (x) =  
=  x ( 2 X—-l)| 2 ~ 1--- I | 2/4^ ) — I ---I, f 5 (x) =  X (3 X ----2) | 2 ~ X---- I | I ,

/» (x ) = ( 2 X — l ) ( s x  —  2) \ 2X~ I —  l\  2k(x)~ T —  I , / 7 (*) =  *  (2 * —  l)(3 ^ — 2) |
1 1 —- i e t les nom bres /,• (x) (i =  i , 2 , • • •, 7) sont pseudoprem iers. Le 
théorèm e 4 est ainsi dém ontré.

THÉORÈME 5. — I l  existe une infinite de nombres naturels n impairs, 
tels que les nombres n , 2 n -f- 1 et 6 n -f- 1 sont pseudopremiers.

L emme 3. — S i les nombres n> 2 n -f- 1 et 6 n -fi 1 sont pseudo premiers
2 2 n ._x

et 3 H (2 n f i  1), alors pour N = ---- ----->  n les nombres N, 2 N +  1 et
6 N fi- 1 sont pseudoprèmiers et 3 N (2 N +  1).

D é m o n s t r a t i o n  du lemme 3. -  Soient n , 2 n  f i l  et 6 n f i i  des
22n__ Inom bres pseudoprem iers, N =  — —-—  et 3 n (2 n + 1 ) .  Alors 2 N f i  1 =
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,2«+I + I , 6 N +  1 =  22^+1 ■ 1 et, comme dans le travail [6] on dém ontre
que ces nom bre sont pseudoprem iers e t que 3 N (2 N +  1).

D e m o n s t r a t i o n  du théorèm e 5. -  Vu le lemme 3 il reste à 
trouver un nom bre im pair n tei que n, 2 n 1 et 6 n +  1 sont des nom ­

bres pseudoprem iers e t 3 n ( 2n f i - i ) .  Tel est le nom bre n ' = — • 1 . En

effet on a alors 2 n 1 283 .
, 6 n +  1 =  28

.4 1 ___.
nom bres sont composés. Comme n —  1 =  —------— , 2 n =
on a 2-41 —• 1, 2-83 ] 2 » , 2 • 83 | 6 d ’où n  I 22,4I — 1

1 et on vérifié que ces
283 -—  2 =  283 —  2,

1,
2 ^  +  I I 22’83 - 1, 6  n fi- 1 1 | 2 6 n —  1, e t on vérifie sans
peine que 3 n (2 n -f- 1). Le théorèm e 5 est ainsi dém ontre.

ThÉORÈME 6. — I l  existe une infinite de nombres naturels impairs n, 
tels que les nombres n et io n — 3 sont psey,dopremiers.

D é m o n s t r a t i o n  du théorèm e 6. -  D ’après le théorèm e 5 il exi­
ste une infini té de nom bres im paris n, tels que les nom bres n et 2 n +  1

sont pseudoprem iers. Alors les nom bres N = 1 et 1 0 N —-3 72 n -fi  _

sont aussi pseudoprem iers. E n  effet, le nom bre 2 n +  i é tan t pseudoprem ier, 
le nom bre 22 "+ I — i est aussi pseudoprem ier. Or, on a

n-\- x n -\-1

N = [2” +  1 +  2 2 ) (2" +  1 — 2 2 )

» + i  n + i

et, vu que 2” +  i —- 2 2 >  5 et 2" +  1 +  2 2 >  5 (puisque n >  341), le 

nom bre N est composé. Comme N —  1 =  — r~2^ 2n +  2) ? Qn a 4 n | N —  1,
d ’où : N I 24n —  1 | 2N~ 1 —  1 e t N est un nom bre pseudoprem ier. Le théo­
rème 6 est ainsi dém ontré.

Théorèm e 7. — I l  existe une infinite de nombres naturels x  tels que

a) les nombres 2 x 2 — 1, 2 x 4—  1 et 2 x 6 — 1 sont pseudopremiers,
b) les nombres 2 x 2 —  1, 8 x 4— 1 et 128 a;12 —  1 sont pseudopremiers,
c) les nombres 2 x 2— 1 et 128 x 2° —  1 sont pseudo premiers.

D é m o n s t r a t i o n  du théorèm e 7. -  D ’après le théorèm e 4 il existe
une infinité de nom bres naturels im pairs n , tels que les nom bres n , 2 n —  1 
et 3 n —  2 sont pseudoprerpiers. Il en résulte q u ’il existe une infinité de nom ­
bres naturels k tels que les nom bres 2 >è - f  1, 4 >è +  1 e t 6 k f i  \ sont pseudo- 
premiers. Alors les nom bres

2 ^ + '  —  r =  2 ( P f  —  l , 2 4A+i —  I = 2 ( 2 * ) 4 —  I e t  2 6 ,  + I — I =  2 ( 2 * ) 6 — I

sont aussi pseudoprem iers e t les polynómes 2 ^ 2— 1, 2 —  1 et 2 x 6— 1
donnent des nom bres pseudoprem iers pour une infinité de nom bres naturels x.

La dém onstration des cas b) e t c) est analogue, où il fau t appliquer les 
théorèmes 5 e t 6.
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H ypothÈSE Hx -  ètarit un nombre naturel et f x (x) , f z (x) , • • • ,/„  (x) 
des polynómes en x  aux coefficients entiers, où le coefficient de la plus haute puis­
sance de x  est positif \ deux à deux premiers entre eux et satisfaissant à la condition 
Sx. I l  riexiste aucun entier >  1 qui divise le produit f z (x) , / 2 (x) • • • f s (x) quel 
que sozt Ventier x} alors il  existe une infinite de nombres naturels x  pour lesquels 
chacun des nombres f x (x) , / 2 (x) , • • - , f s (x) est pseudo premiers.

On ob tien t l ’hypothèse Kb de l’hypothèse H de M. A. Schinzel (voir [7]) 
en y rem plagant les nom bres prem iers par les nom bres pseudoprem iers et 
en rem plagant la condition que les polynómes f ,  (x) , / 2 (x) r  • - , f s (x) soient 
irréductibles par celle q u ’ils soient deux à deux premiers entre eux.

T ravaux cités.

[1] A. CAPELLI, Sulla irriducibilità della funzione xn—A in campo qualunque di razionalità,
«Math. Annalen », 54, 602-603 (1901).

[2] M. Cipolla, Sui numeri composti P, che verificano la congruenza di Fermat aF~x=  1 (mod. P),
«Annali di Matematica», 9, 139-160 (1904).

[3] A. R otkiewicz, Sur les nombres pseudopremiers de la forme ax +  b, « Comptes rendus
Acad. Sciences, Paris », 257, 2601-2604 (1963).

[4] — , Sur les nombres p  et q tels que pq \ 2*q — 2, « Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo», 11, 280-282 (1962).

[5] — , Demonstration arithmétique de Vexistence d'une infinite de nombres premiers de la forme
nk +  1, « Enseignement Mathématique », 7, 277-280 (1962).

[6] —-, Sur les progressions arithmétiques et géométriques formées de trois nombres pseudo-
premiers distincts, sous presse dans les « Acta Arithmetica ».

[7] A. Sch inzel et W. Sierpinski, Sur certaines hypotheses concernant les nombres premiers,
«Acta Arithmetica», 185-208, 4 (1958).

[8] W. Sierpinski, Remarque sur une hypothèse des Chinois concernant les nombres {yn —  2)jn,
«Colloquium Mathematicum », J, 9 (1947).

[9] K. JH. VAHLEN, tìber reductible Binome, « Acta Mathematica », ig  195-198 (1895).


