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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi combinatoria. — Swr wne classification des triplets de
Steiner. Nota di Lucjan Szamrornowicz, presentata® dal Socio
B. SEGRE.

Dans le travail [5] j'ai présenté une certaine classification des systémes
de Steiner 6 (2,7,7) ou bien des plans Pf, ce qui revient au méme, vu I'en-
gendrement par les sous—ensembles a trois éléments linéairement indépendants.

Dans le présent travail je me bornerai & certaines remarques concernant
ladite classification dans le cas des triplets de Steiner, c’est-a—dire des plans
P}. 1l y est plus aisé d’employer la notion des algébres A} qui équivaut a
la notion des plans P}.

J’appelle algébre A; une paire ordonnée (A, o), ott A est un ensemble
a z points et ° est une opération binaire satisfaisant aux conditions :

Wi aoa =a
W2 aob =0boq
W3 ao(acb) =b.

Trois éléments a, 4, ¢ € A sont appelés non cohnealres lorsqu’ils sont
deux a deux différents et a0 6= c.

Lorsque chaque triplet d’éléments non colinéaires «, 4, ¢ € A engendre
tout I'ensemble A, I'algebre A} est appelée plan non dégéneré. Lorsqu’un
triplet d’éléments engendre l’ensemble A, et un autre ne I'engendre pas,
nous appelons cette algébre un plan dégéneré. Lorsque aucun des triplets
n’engendre tout I'ensemble A, nous appelons cette algébre un espace.

Le probléme classique de Steiner concernant I'existence des triplets de
Steiner, résolu par M. Reiss [2] peut étre généralisé comme il suit: Existe—t—il
pour tout 7 de la forme 6 # + 1 ou 6¢ —l— 3 tout au moins une algebre Al
qui soit un plan non dégéneré? '

Pour trouver la réponse & cette question, il est nécessaire d’examiner
les constructions correspondantes présentées par M. M. Reiss [2], Th. Sko-
lem [3], H. Hanani [1] et autres. Dans le travail [5] j’ai classifié quelques
constructions ci-mentionnées.

1. Evidemment les algébres PA3 et AA3 (voir [5]) sont des espaces.

J’appelerai algeébres DA} (voir [4]) les algebres construites de la maniére
suivante :

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
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Soit Az =<{boyﬁly' -"’én—l};”> et soit Az{do,dl,' : 'yai)éoybla' . "él‘—-—l}
un ensemble a 274 1 points. Nous construisons l'algebre, A3, ., satisfai-
sant & W1 — 3 et aux conditions suivantes:

W4 ak°am=b(k+m)modz' é’mzo)l,"',i——l;k:}:m
W5 @30 a; = b py mod i B—0, 1, i—1.

En partant de 'algébre Aj, nous obtiendrons de cette maniére une suite
d’algébres A}, ou 7 est un élément de la suite @, 1, = 2a;+ 1;a, = 1.

Posons I, i, 9= (- - (@, 0a,)0a,)0a,)oa,)---. Nous allons démontrer le
r'pa’;nthéses

LEMME I.I.—H;?:o‘?—au pour s=3,4, --,17

Evidemment :

H;(Iso): <d2°al>°ao:b3°do:d3.
Soit:
2k—
S0 = a,, pour k>3,

on a alors:

bpr) — 2k ‘ ' .
Hifx?Lo;) S= (I 50 @) ot ="(8,08)08="bs,0a,=as,, (pour k- 1<7).

2f{—6

LEMME 2.1. — 11\ = b:, pour t =3 ,4, -, — 1.
Evidemment :

2(1,0)=a20alzb3
Soit

Hié;f =b,, pour £ >3,

on a alors:
Hiéfﬁi)_ﬁ = (H’;ﬁf;;fo @o)o @ = ayoa, = by, (pour £+ 1< 7—1).

En raison de agoa, = &;, a,0a, = b, et des lemmes 1.1. et 2.1, nous
constatons immédiatement que le triplet a,, @, @, d’éléments non—colinéai-
res engendre tout I’ensemble A. Comme 'algébre DA} contient la sous—algébre
DAJ, qui est, ce qu’on peut prouver aisément, un plan non-dégéneré, il
s’ensuit : , B

- THEOREME 1.1. — Toute algébre DA}, (n > 7) est un plan dégéneré.

2. Dans le travail [3], Th. Skolem a construit les algeébres A} suivantes,
que j'appellerai algébres SAJ.
Soit un ensemble A ={ay, -, a0, a0, -+, Gar, a0, -, as;} & 3(2¢£+1)

elements. Nous construisons l'algébre Aj(,.;.) satisfaisant & W1 —3 et aux
conditions suivantes™

% (A4+1)mod & . .
W4, a; o a; Dmets — Q27 —d)ymod (2¢41) 'y ? :J:]

WS/ ‘ afo agk-]-x) mod 3 — a§é+2) mod 3
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Nous allons démontrer le

LEMME 1.2. - Hz'}l—o‘?— a“ pour s =3 ,4,---,2¢.
Evidemment
% A k (A4 d k k
H;(x,o) - (d20 a]) o a, = at+zr)mo 3 0y = a4y .

Soit
IL(I oy = a,,,, pour m > 3;
alors, en supposant m <C2¢, on a
Hjﬁft;)“s (Hzﬁ;)so af)oafz (aﬁ,oaf)oaﬁz

par conséquent, pour # pair, on a

k A Y (k+1)mod3
(am o a!) °a, = (2t+ 1)+m41© do - am-‘-l y
2
et pour » impair
% A % (4+41) mod 3 3 %
(am ° dx)o Ao = am+1 0Qo == Q41

2

ce qui donne la thése du lemme.
Il s’ensuit du lemme 1.2 que le triplet des éléments non—colinéaires

Iy
a,, a,, a, engendre tout l’ensemble {ac, -+, a2} et, vu aload, = 5o dy =
4 ds & & i d . ,
= g¥tnmods ,dbodl = gFtome °, ce triplet engendre également tout len-

semble A.

Nous avons ainsi le

THEOREME 1.2. — Aucune des algébres SA} n'est un espace.

L’algébre SA} est ev1demment un plan non-dégéneré (voir [5]). Nous
allons démontrer le

THEOREME 2.2. — L'algébre SA}; est un plan non-dégéneré.

Démonstration. — Soient af , af , a; des éléments non—colinéaires de I'al-
gebre SAJ. Alors, ce qui est aisé de vérifier, ces éléments engendrent un
ensemble tout au moins & 3 éléments qui ont les mémes 1nd1ces en haut
Lorsque 72,7 ,s sont des nombres différents, alors le triplet @, q,, , a. en-
gendre un ensemble, tout au moins 4 9 éléments. Soit un élément « n’appar-
tenant pas a cet ensemble. Il existe alors tout au moins 9 éléments diffé-
rents de et n’appartenant pas également & cet ensemble. Or, si I'algébre
SA; est un plan dégéneré, nous avons alors >9+9+1=10.

Nous allons démontrer le ,

THEOREME 3.2. — Toute algébre SAS, est un Plan dégéneré.

Nous démontrerons que le triplet des éléments non—colinéaires ° s Gy Qo o
de cette algebre, engendre une sous-algébre 4 ¢ éléments.

D’aprés W4 et Ws', on a

Bk » d P & d Bk
Ao ay = aed ™3 gto b, = glitmeds ) By © Aoy =

] d )3 » dz (& d
— ag+1)mo 3 et a d(‘+r)mo 3 __ §+2)mo 3;
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donc, en vertu de W1 — 3, I'ensemble engendré par le triplet a7, a5, , aom
se compose exclusivement des éléments de la forme 4, a?, , @k Ol k=o0,1,2.
Il s’ensuit que toute algébre SAj, est un plan dégéneré.

Je ne sais pas lesquelles d’entre les autres algebres SA}, (z = 21,33,39,- - -)
sont des plans non-dégénerés. ‘

Les théorémes ci-mentionnés et les faits, déja connus (voir p. ex. [3],
[5]) entrainent I'existence d’une seule algébre A3, I'existence d’une seule alge-
bre Aj et l'existence de deux algébres A}, non-isomorphiques. Toutes ces
algebres sont des plans non—dégénerés. Il existe tout au moins 3 algébres
A{; non-isomorphiques: le plan non-dégéneré SAX, le plan dégéneré DAZ, et
I'espace PA};. Le probléme d’existence pour tout z de la forme 6# -+ 1 ou
6¢+ 3 d'un plan non-dégéneré parmi les algebres A} reste toujours ouvert.
Le probléme des nombres des algebres A} non-isomorphiques est pareille-
ment ouvert, méme dans le cas » = 15.
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