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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi combinatoria. — S ur une classification des triplets de 
Steiner. Nota di Lucjan Szam kolow icz, presentata0 dal Socio 
B. Segre.

D ans le travail [5] j ’ai présenté une certaine classification des systèm es 
de S teiner g ( 2 , 1ym) ou bien des plans P /, ce qui rèvient au mème, vu l’en- 
gendrem ent par les sous-ensem bles à trois élém ents linéairem ent indépendants.

D ans le présen t travail je me bornerai à certaines rem arques concernant 
ladite classification dans le cas des trip lets de Steiner, c’e s t-à -d ire  des plans 
P?. Il y est plus aisé d ’em ployer la notion des algèbres A l  qui équivaut à 
la notion des plans fi3.

J ’appelle algebre A 3n une paire ordonnée (A , o), où A  est un ensemble 
à n  points e t 0 est une opération binaire satisfaisan t aux conditions :

W 1 a o a =  a

W2 a o b =  b o a

W3 a o (a o b) =  b.

Trois élém ents <2, c e A  sont appelés non colinéaires lorsqu’ils sont 
deux à deux différents e t a o b =|= c.

Lorsque chaque trip le t d ’élém ents non colinéaires a, b, c e A engendre 
to u t Pensemble A, Talgèbre A^ est appelée pian non degènere. L orsqu’un 
trip le t d ’élém ents engendre l’ensemble A, e t un au tre  ne l’engendre pas, 
nous appelons cette  algèbre un pian  degènere. Lorsque aucun des trip lets 
n ’engendre to u t l’ensemble A, nous appelons cette algèbre un espace.

Le problèm e classique de S teiner concernant 1’existence des trip lets de 
Steiner, résolu p a rM . Reiss [2] peu t ètre  généralisé comme il su it : E x is te -t- il 
pour to u t n  de la forme 6 t  -fi 1 ou 6 t  -fi 3 to u t au moins une algèbre A^ 
qui soit un pian non dégéneré ?

Pour trouver la réponse à cette  question, il est nécessaire d ’exam iner 
les constructions correspondantes présentées par M. M. Reiss [2], Th. Sko- 
lem [3], H . H anan i [1] e t autres. D ans le travail [5] j ’ai classifié quelques 
constructions ci-m entionnées.

1. É videm m ent les algèbres PA^ et A A 3n (voir [5]) sont des espaces.
J ’appelerài algèbres DAJ (voir [4]) les algèbres construites de la m anière 

su ivante : (*)

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1964.
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Soit K l =  ({b0, b i r  . ' • , b „ - I }, o> e t soit A  = { a 0 , a i r  ■ 
un ensemble à 2 i  +  I points. Nous construisons l’algèbre, A:j!+I , satisfai- 
san t à W i — 3 et aux conditions suivantes :

^ ^ 4  d'k 0 m &(k-\-m) mod i  k  , m  O , I , ' ' ' , 2 I , k  —j—• Tfl

W s  CLfe ° CL. b(^ mod i  k  —  O , I , ’ • .* , t  I .

En p a r ta n t de l’algèbre A3, nous obtiendrons de cette m anière une suite 
d ’algèbres A l ,  où n est un élém ent de la suite as+1 =  2 as -f- 1 ; aQ =  1. 

Posons n r2(lj0) =  (•••'  (a2 0 aP) o aQ) o aP) o aQ) • •. Nous allons dém ontrer le
r parenthèses

Lemme 1.1. -  I I2\T,o) =  , pour s =  3 , 4  , • • •, i.
Evidem m ent :

S o it: 

on a alors :

n  2 (1,0) Ĉ 2 0 et P) 0 aQ - b ̂  0 aQ a ̂ .

ria(i7o) =  ak) pour k  >  3,

s =  ( n 22^ o)5 o a,) o <z0 =  (*, o ai)o aQ =  bk+Ioa0 =  ak+z (pour /è-f 1 < i ) .  

Lemme 2.1. -  II* (To ~  bt , t — 3 , 4  , • • •, i  —  1.

Evidem m ent :

Soit 

on a alors :

n  2 (1,0) — ^2 ° ^1 - b 3.

n.2(Co) =  bh, pour iè >  3,

6 =  (n^^o)6»d!o)0 «i =  ak ° a 1 =  bk+1 (pour k  +  i <  i —  i).

E n raison de aQo a 1 =  bz , aQ o a2 =  b2 et des lemmes 1.1. e t 2.1, nous 
constatons im m édiatem ent que le triplet aQ , a x , a2 d ’élém ents non-colinéai- 
res engendre tou t l’ensemble A. Comme l’algèbre DA^ contient la sous-algèbre 
DA7, qui est, ce q u ’on peut prouver aisém ent, un pian non-dégéneré, il 
s ’ensuit :

THEOREM E I.I.  -  Tonte algebre T>Al (n^>  7) est un  pian degènere.

2. D ans le travail [3], Th. Skolem a constru it les algèbres A* suivantes, 
que j ’appellerai algèbres SA

Soit un ensemble A =  {a°Q , • • •, a°2 t, a\ , • ■ •, a\ t , al , • • •, a2t} à 3 ( 2 ^ + 1 )  
elem ents. Nous construisons l’algèbre A ^z+ i) satisfaisanf à W i — 3 et aux 
conditions suivantes':

k (k-\-1) m od 3 ____  k
0 { 0 a j  a ^ z j  —  z‘) m od ( 2 1 )  > jW 4'

Ws' k  (£ + 1 )  mod 3 __  (£ + 2 )  mod 3aj ° aj — aj
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Nous allons dem ontrer le
Lemme 1.2. -  libido) =  aSi pour s =  3 , 4  , • • •, 2 t. 
Evidem m ent

Sait

n1   f f i  k\ k mod 3 k2 (1 ,0) ° &i) 0 0Lo — Of-f 2 0 Uo :

n 2 p ---  S k2(1,0) =  dm , m >  3;

ka , .

alors, en supposant w < 2 / ,  on a

n 2 ( ^ + i ) - 5  / I T 2 /  — 5 £\  k ,  k >k k
2 ( 1 , 0 )  —  ( 4 L ( 1 , 0 )  0 0 ^ o  = ■  \ a m ° a x)  o :

par conséquent, pour ^  pair, on a

et pour w im pair

/ k k\ k mod 3 k k
\ f im  o <Z j) o a o —  a \ 2f  4  x) +  m j r l  o  a o —  a m r̂ l  y

/ k k\ k (̂ 4-i)niod3 k k[film 0 d1J ° ao j o ao ,

ce qui donne la thèse du lemme.
Il s’ensuit du lemme 1.2 que le trip le t des élém ents non-colinéaires 

a<o > (fi , d°2 engendre to u t l’ensemble {a°OÌ - - •, a°2t} et, vu ar o a2t =  a0 o a2 =  ■
ce trip le t engendre égalem ent tou t l ’en-

(&+i) mod 3aT f i  f i  4^+i) mod 3 
a o 0 CL0 —  ( t 2 ,

semble A.
Nous avons ainsi le
T h ÉORÈME 1.2. -  Aucune des algèbres SA^ rìest u n  espace.
L ’algèbre SA^ est évidem m ent un pian non-dégéneré (voir [5]). Nous 

allons dém ontrer le
ThÉORÈME 2.2. — Ifialgebre SAi5 est un pian non—dégéneré. 
Demonstration. -  Soient a f  , a) , a\ des éléments non-colinéaires de Pal­

pebre SA,^. Alors, ce qui est aisé de vérifier, ces éléments engendrent un 
ensemble to u t au moins à 3 élém ents qui on t les mémes indices en haut. 
Lorsque m f n , s  soni des nom bres différents, alors le trip let dm , dn , as en­
gendre un ensemble, tou t au moins à 9 éléments. Soit u n  élém ent a n ’appar- 
ten an t pas à cet ensemble. Il existe alors tou t au moins 9 élém ents diffé­
rents de a e t n ’ap p a rten an t pas égalem ent à cet ensemble. Or, si l’algèbre 
SA,  ̂ est un  pian dégéneré, nous avons alors ^ > 9  +  9 +  1 =  19.

Nous allons dém ontrer le
T h ÉORÈME 3.2. -  Toute algebre SA3m est un pian degènere.
Nbus dém ontrerons que le trip le t des élém ents non-colinéaires a°Q, a°m , d2m 

de cette  algèbre, engendre une sous-algèbre à 9 éléments.
D ’après W 4' et W5', on a
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done, en vertu  de W i — 3, l’ensemble engendré par le trip le t a°Q , am , a°2m 
se compose exclusivem ent des élém ents de la forme a0 , am , a \m où k = o , 1 ,2. 
II s’ensuit que tou te algebre S A 39m est un plan dégéneré.

Je ne sais pas lesquelles d ’en tre  les autres algèbres SA^ (n =  2 1 , 3 3 , 3 9 ,  • • •) 
sont des plans non-dégénerés.

Les théorèm es ci-m entionnés et les faits, déjà connus (voir p. ex. [3] ,  
[5]) en tra inen t l’existence d ’une seule algèbre A^, l’existence d ’une seule algè- 
bre Ag et l’existence de deux algèbres A 3I3 non-isom orphiques. T outes ces 
algèbres sont des plans non-dégénerés. Il existe to u t au moins 3 algèbres 
A j5 non-isom orphiques: le plan non-dégéneré S A 3s, le plan dégéneré D A iS et 
l’espace P A 3S. Le problèm e d ’existence pour tou t n  de la forme 6 t  +  1 ou 
6 1 +  3 d ’un plan non-dégéneré parm i les algèbres A^ reste toujours ouvert. 
Le problèm e des nom bres des algèbres A l  nón-isom orphiques est pareille- 
m ent ouvert, m èm e dans le cas ^ = 1 5 .
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