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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta dell’S febbraio 1964

Presiede il Socio anziano M. PicoNE
NOTE DI SOCI

Analisi matematica. — Ancora sul teorema di approssimazione
per le funzioni quasi—periodiche . Nota @ del Corrisp. Luict AMERIO.

1. In una recente Nota ® ho esteso alle funzioni q. p. a valori in uno
spazio X, di Banach, la dimostrazione di Bogoliubov del fondamentale teo-
rema di approssimazione per le funzioni q. p. numeriche. In tale estensione
viene modificata la definizione di Bogoliubov delle approssimanti f, (¢) della
data funzione q. p. f(#), poiché queste sono espresse mediante un integrale
triplo,. anziché doppio.

Nella presente Nota (di carattere essenzialmente didattico) mostro come
la stessa modificazione consenta di pervenire in modo ulteriormente sempli-
ficato al teorema di approssimazione.

2. Siano: J lintervallo — oo <#¢ < + oo, J, l'intervallo #> o. Posto
per A€], Te],,

(1) a(\,T) = ;—Tff(t) Mt

—T

si ¢ dimostrato, in ®, che se f(?) é 9. p. da | a X, la funzione a (\,T), da
I X Jy a X, ha traiettoria relativamente compatta.

(*) Istituto Matematico del Politecnico di Milano. Gruppo di ricerca n. 12 del Comitato
Nazionale per la Matematica del C.N.R. per 1’anno 1963-64.

(**) Presentata nella seduta dell’8 febbraio 1964.

(1) L. AMERIO, Sul teorema’ di' approssimazione delle funzioni quasi periodiche, « Rend.
Acc. Naz. dei Lincei», 34, 97-104 (1963).

8. — RENDICONTTI 1964, Vol. XXXVI, fasc. 2.
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Cid premesso, dimostriamo il teorema di approssimazione.

Se f () ¢ q. p. esiste, in corrispondenza di ogni € > o, un polinomio tri-
gonometrico
g

(2) pO)=2X, b, (¢n€X, N, €])

I

tale che risulti

3) Sup |/ () — @] ==.

Poiché f (¢) & q. p., esistono, in corrispondenza del dato € > o, due numeri
/> o0ed, con 0 <23 </ tali che ogni intervallo di ampiezza / contenga
un subintervallo di ampiezza 2 3, tutto costituito da e—quasi—periodi per f (2).

Definita, in — 373, una funzione @ (#) tale che sia
5 5

@ =0 . [e@a=—4l , [¢Od<too,
h =5

)

prendiamo, in ogni intervallo kll_l(,é + 1)/ (con k=0, + 1, + 2, ---),
un subintervallo A, = (£, — &)™ (¢, + 9), tutto costituito da e-quasi—periodi
per f (#), e poniamo

o (t—¢t,)  per t€A,
(5) o @)=

(o]
o per 2€ U,A,.
— o0
Si definisca poi, per # =1,2, -+, una funzione ,(¢), periodica e di
periodo 87/, ponendo

| o (2) per |z| <l

© “n(t):( o per n;g‘z|g4nl.

Dalle (4), (5) e (6) segue

) @ () 20,
anl nl N .
®) SLM/w”(t)dl‘:@'%l_/w(t)df:“g%jgk/@(t_tk)dtz
_'~4,,I ol Ak
d
1 .
— 9
inl E

o dafoumvoazs<ie

L4nl i



LUIGI AMERIO, Ancora sul teorema di approssimazione, ece. 103

Consideriamo ora la funzione

nl nl . nl
(10) o= gy [ 0@ [ wan [0 QF ¢ +E+ 0+ D aT
—nl Znl —‘inl

e osserviamo che la condizione © (§) w () © ({) == o0 implica che &,7,
siano e-quasi—periodi, sicché

(1n) Sup [f¢+E+1+ O —/OI<3e.
Dalle (7), (8), (10), (11) seguc pertanto
(12) 1H@O—f @)=
nl nl nl .
= oz | @@ / JOLY fwm <f<t+z+n+c>—f<t>>d<“ss e Vel
—nl —nl —nl
Dimostriamo che risulta
(1) A0 =55 | @ | m,.<n>dnfw,, G—t—E—n)f(E)ds
gl — 4nl —4nl
per |¢|<nl.

Innanzi- tutto, si osservi che, per

(14) el 8] [n] <,
si ha
;11 nl
(15) ]w(C)f(erE—l—M-C)dC=fwn(C)f(t+£+n+C)a’C=
—nl —nl
’:41+ £+E+n anl
— [0 c—t—k—nf @ = [0, —t—E—ns (ar.
Zntttisin et

E infatti w,({) =0 per nl<{ <7l ciot w,(t—t—E—n)=o0
per nl+t+§+n§7g7nl+t—|—§+n, e, se valgono le (14), risulta
wl+t4+E+n<4n/<7n+¢t+E+7; allo stesso modo si riconosce
che ¢ wa(t—2t—§—m) =0 per —yni<t<—nl+t+E§+n.

Dalle (10) e (15) segue pertanto

nl nl ?nl ‘
folt) = m—,‘,z);fm@)dafw (n)dn/ o (f—t—E—m)f(Dds  (t|<nd)
—nl —unl —4n’

e quindi, per la (6), la (13) & dimostrata.
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Sviluppiamo ora la funzione periodica s (¢) in serie di Fourier (conver-
gente in media in ogni intervallo limitato):

(16) o, (£) = 24 o (4 = =)

4nl

e osserviamo che (a-causa della ortogonalita, in — 4 7/ =14 nl, del sistema

iv(”) . c ‘ :
{¢"#" "} la somma della serie a secondo membro della (16) ¢ indipendente

dall’ordine dei termini.. Poiché, V7, ¢ lim w{ = o, possiamo disporre, ¥z,
| & |—>o0

i coefficienti di Fourier w{” in ordine di moduli decrescenti, ottenendo una
nuova successione

{«‘}f;’)}, con 9 — bmn m=1,2,--.),

per la quale risultera

(17) 99 = |99 = |99 | = -

Posto allora
V(") JE——— )\s:)’
la (16) diventa
S ) —i)\.(n)t
(18) o, =X, e ",

la serie essendo convergente in media, come la precedente.
Dalle (9) e (18) segue, per l'eguaglianza di Parseval,

oo
(19) X, 9 =e
e inoltre
4 nl
(20) 9 = SIn f ,,(t)e’*m dt =+ 1/ (t)e"m dt =
) —4nl- [}
b : 2. £)
= 8n1 2 et p@—1t)e ” dt =
A
8
= () [eentear
R
Ne segue

e
(21) | o ’a’zl
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e, per la seconda delle (g),
(22) o <.

Tenuto' conto delle (18) e (20), la (I 3) si scrive:

4nl
@3) =g f . (8) dE f J () f (@) 2 9 I EHE= g
—4nl —4nl — 4nl
&, ()
_ 3, 0 (] < ),
ove si & posto, per la (1),
4nl
., (n)
24) =5 f SE@ M dr = a (), 4l).
—4nl

Risulta inoltre
(25) [l l<M,
essendo, per la quasi—periodicita,

§g§> /@] =M<+ co.

Dimostriamo che le serie

(o2}

(26) 3, 180p

convergono uniformemente rispetto all’indice » = 1,2,....
Segue infatti dalle (17), (19) € per p=1,2

5.
2= X, 19 <e,
ciog
3(71)3 3l2
27) 9P <(5)

che prova la tesi.

In virtt della (22) possiamo estrarre una sottosuccessione {7,;}C {#}
tale che risulti, Vs,

(28) lim 3’3:1) =%, ,

o0
e sara, per le (17) e (27),
(29 92 (8] 2 9] =

(30) P < ()"

Per la (29), se &€ 9 = 0, & anche %,,;; =0 (£ = L3200 )
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. . \ . &) .
Osserviamo inoltre che, se & #, <=0, la successione {A,” } & necessaria-
.. () ‘
mente limitata: |2, | <y, < 4 oco.
Risulta infatti, per un noto teorema,
5
lim / o@)éMdt=o0

[A =00 .

e quindi, se la successione {A:j)} non ¢ limitata, dalla (21) segue 9, =o.
Siccome a (A, T) ha traiettoria relativamente compatta, possiamo, in

definitiva, estrarre da {#z,} una sottosuccessione (che diremo ancora {#,})
in modo che risulti

lim Ay =,  se $n--0,

J—>00 ’
e, Vm,

lim & = Con s

A m
J —>00

avendosi, per la (23),
31) leml <M.
In conclusione, se & &, 5=o0, risulta, ¥z€ J,

Y

(n) .
(), () id J7¢ 3 %
"ot T =9,c,".

(32) lim (9, )3 ¢,
>0
E chiaro poi che la (32) vale anche per 3, = 0, prendendo per A, un valore
arbitrario. »
Fissato z €], supponiamo 7;/ > |#|. Per la (25) e per la convergenza
uniforme delle serie (26), segue allora dalle (23) e (32)

. L~ g () S 2 it
G  lmA@O=1lm X, @) 6l =3 8 o™ =g (),
J—>00 7 T 1

ove la serie che definisce g(#) converge, per le (30) e (31), uniformemente
in J

Risulta inoltre, per le (12) e (33),
(34) fO—g@l<3e Vee].

Possiamo infine determinare, per la convergenza uniforme, un indice ¢
tale che sia

bl 3

2: N, ¢
” &m Cm e‘ m

7+1

< e

Sup

te]J

e quindi, per le (33) e (34),

q .
’f(f) — 3 Y cm

Sup < 4cs.
te)

La (3) (ove si ponga S = b € 4¢ in luogo di ¢) & percid dimostrata.



