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Idrodinam ica. —  Onde di liquido viscoso in profondità finita . 
N ota di A n t o n e l l o  R u b a t t a , p resen ta ta  (*} dal Corrisp. G. S u p i n o .

i . L ’azione della viscosità sul m oto ondoso di una m assa liquida poggiante 
su fondo orizzontale è s ta ta  oggetto di studi già da lungo tempo. F ra  i 
prim i risu lta ti su ll’argom ento sono da ricordare quelli di Basset (l) e di 
H ough re lativ i ai m odi principali di oscillazione, e lo schema in trodo tto  
da Lam b (3) per inquadrare le distribuzioni di velocità presso il fondo. Più 
recentem ente Biesel C arry  e M iche si sono occupati, con mezzi 
diversi, dell’attenuazione dell’onda, e L ouguet-H iggins (8) infine ha stud iato  
il trasporto  di massa.

Non tu tti  i lavori c ita ti portano a risu lta ti concordanti, inoltre le ricer
che si basano spesso su m etodi diversi, fondati su ipotesi ed approssi
mazioni differenti, così che le conclusioni non sono confrontabili facilm ente 
fra loro.

A ppare perciò utile raccogliere insieme quanto  si può concludere sulle 
onde progressive di liquido viscoso, inquadrando le considerazioni in uno 
schema unitario , quale è quello delle onde di piccola ampiezza.

I calcoli che vengono p resen tati qui si lim itano alla prim a approssim a
zione, come verrà meglio precisato in seguito. Viene fornita innanzi tu tto  
1 espressione della funzione di corrente, so tto  forma di uno sviluppo in serie 
nelle potenze sem iintere della viscosità cinem atica. Tale sviluppo è scritto  
esplicitam ente arrestandosi dapprim a al secondo term ine, dato  che già a 
questo livello i fa tti di rilievo sono sufficientemente delineati. In vista degli 
affinam enti della teoria, si è messa in evidenza la via da seguire, e non si sono 
apporta te  approssim azioni di sorta nei term ini conservati. E ventuali appros
simazioni vengono eseguite solo sui risultarti parziali, ove questi vengono 
presen tati per illustrare l ’espressione corretta , e sono com unque sem pre sotto- 
lineate. Successivam ente, attenendosi agli stessi criteri, si cerca un perfezio-

(*) Nella seduta d e lP u  gennaio 1964.
(0  A. B. B a sset, A  treatise on hydrodynam ics, 1888.
(2) S. S. H ough , On the influence o f  viscosity on waves and currents, « Proc. Lond. 

M ath. Soc. », 1897.
(3) H. Lamb, H ydrodynamics, 1906.
(4) F. B ie se l, Calcul de I ’amortissement d 'une houle dans un liquide visqueux de pro- 

fondeur fin te , Houille Blanche, 1949.
(5) C. C arry, Calcul de P amortissement d 'une houle dans un liquide vis queux en fr o -  

fondeur fin te , Houille Blanche, 1956.
(6) R. M iche, M ouvements ondulatoires de la mer, « Ann. des Ponts et Chaussées », 1954.
(7) R. M ictlE, A m ortissem ent des houles dans le domaine de Peau peu profonde, Houille 

Blanche, 1956.
(8) M. S. L o u g u et-H ig g in s , M ass transport in  water waves, « Phil. Trans. Roy. Soc. 

Lond. », 1953.
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nam ento dei risu lta ti conseguiti, aggiungendo il terzo term ine alla funzione 
di corrente di prim a approssimazione.

2. Il fenomeno in questione e re tto  dalle equazioni di N avier
3 U dv

^—  =  O dxQ cyQ

/ 3 - 3 3 \ i d f i( ~̂r: -f- V —  ] tt —    — - -4- VV 3/ dxQ dyQ j p dx0 1

/  3 3 . 3 \  I dòh r  +  U  ̂ --- b V~^— \V =  --g ---- ---  U V\ 3/ dxQ dyQ /  s  p dy0 ‘

32 u

32 d2
V .

A d esse vanno
*1 =  *) (*o , 0

associate le due condizioni dinam iche sul pelo libero

/ 3 3 , 3 \
f l T  +  u d ^ + v — oyQ = “n

dv , du 
dxo ‘ dy0 =  o

yQ=n

esprim enti rispettivam ente il fa tto  che le particelle del pelo libero sono costan
tem ente soggette alla pressione atm osferica, e che su di esse non agiscono 
sforzi tangenziali. V anno unite  pure le due condizioni cinem atiche sul fondo

I ^  |jo — o =::: O 

I v \y0  = o — O

indicanti l ’aderenza del fluido alla parete solida.
L a soluzione dei problemi non lineari connessi a questo gruppo di equa

zioni, viene basa ta  norm alm ente su un m etodo di espansione o di approssi
mazioni successive, assumendo, una volta elim inata la pressione p y che le 
incognite u  e v siano sviluppabili nella somma illim itata  di funzioni parziali 
avent; m oduli con ordini di grandezza via via decrescenti. Il procedim ento 
verrà seguito anche qui, conservando nelle varie scrittu re i soli prim i term ini 
di tali sviluppi, che verranno indicati ancora con u  e v.

In  prim a approssim azione le equazioni indefinite sono dunque
du , dy 

dxo dy0 °

/_3_________________ 32 \ / du dv \ _
y ^  dx* 3y2J  \ 3jK° dxo )

m entre le condizioni ai lim iti assumono la forma

per y Q =  H d2U dv 33 u 33 u
dt2 +

dtdx20
V--------- =  0

dt dy 2

dv
+

du
dx0

0II1 0

u =  o

v =  o .

per y Q =  o
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D ata  Tincom prim ibilità del fluido, la soluzione u  , v deriva da una fun
zione di corrente <]/• Si può porre cioè

dò dòu  =  —— v = ------~ -ày o vx0

ottenendo natu ra lm en te  una notevole semplificazione del problem a : l’unica 
funzione incognita ^ va scelta fra le soluzioni dell’equazione

/ 3 32 32 \  /  32 , 32 \  .

in base alle condizioni ai lim iti

per y Q =  H

per y Q =  o

33 ò 32 ò 34
3jKo 3/2 g  dxl dx* dyQ di

32 32
3y2 3;r

3^
dyQ

=  O

34^
^  3/

O

Le condizioni al contorno finora enunciate non sono sufficienti a d e ter
m inare in modo unico la soluzione, però questa lacuna, come apparirà  chiaro 
dallo sviluppo successivo dei calcoli, può essere colm ata in modo m olto semplice 
richiedendo che la ^ si riduca a quella della norm ale onda irrotazionale pro
gressiva

=  A  Sh m Q y Q e~~i (moxo -  *0

all’annullarsi della viscosità v del fluido. In vista di questo, si ricerca dunque 
una soluzione particolare del tipo

+. =L (A Sh ayQ +  B Ch ay0 +  Cefo» +  De~ P*>) e-  * (<**o -  kt)f 

Qui a e 1 p devono essere tali da rendere

P2— a2 —  —  = 0

affinché la funzione di corrente a d o tta ta  soddisfi l’equazione indefinita del 
moto. C ontem poraneam ente deve risultare

2 a2 $k  +  a (a2 +  p2) k  Sh aH  Sh pH —  (3 (a2 +  (32) k  Ch aH  Ch pH +

+  f - ^ - S h a H  Ch p H - ^ C h o i H  Sh pH = o

perché riesca nullo il determ inante del sistem a form ato dalle q u attro  condi
zioni ai limitji

A  (get Sh aH  —  k 2 Ch aH ) + B  {go. Ch aH  —  k2 Sh o H ) + C g a e ^  +  Dgoi r P H =  o 

2 A a2 Sh aH  -f- 2 Ba2C h aH  +  C (a2 +  P2) t?PH +  D (a2 +  P2) ^ - P H =  o
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Aoc +  Cp —  Dp =  o 

B +  C +  D =  o

e si possano così assegnare valori non tu tti  nulli ad A, B, C e D.
Per il calcolo effettivo di a e p conviene ricorrere agli sviluppi formali

a =  m 0  -f- j/v -[-•••

p =  — - +  h  f i  +  • • •
tv

la cui introduzione p o rta  alle scrittu re

(6 l —  i k ) ^ + ( 2 b0 bz + m l ) + - ^ = =  o 

! ba Ch ( ig m o S h m 0 H  — kb \  Ch m a H) | —  +
( |v | vrv

+  \ m Lb0  Ch — (i g m 0  H C h * „ H  — kb\  H Sh m 0  H +  ig Sh m 0  H ) +
I I V

4- Sh A — (? g m o bo b 1 Sh m 0  H +  m 0  b\ k  Sh m 0  H —
rv

— ig m lC h  m Q H — b\ bT k H Ch m Q H) j — +■••• =  o.

Di qui si ottengono nell’ordine i valori

b o =  (1 +  0 ) / 4 -

m Q =  radice reale positiva di m 0 g T h .m 0  FL — k

2
1

m2
o

2 m 0  H d- Sh 2 m 0  H Th bo H

2

N oti così a e p, restano da calcolare i rapporti fra A, B, C e D, valendosi 
delle q u a ttro  condizioni ai lim iti. R isulta

B __ ^ z o c S h a H — v (a2 +  p2) k  Ch aH  _  j— m 0  b0  H
~A ~  g ì  a Ch a H — v (a2 +  (32)/èS h a H  — ~  ' V 1 7  1 ** ]/v ”*

+  • • •
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L a soluzione di prim a approssim azione può essere quindi sv iluppata in 
serie e sc ritta  nella forma

+ =  A - i [(w* 0 + m J. Vv + • • ■) Xq-àt]

Sh m 0  y 0  +  /v ni
Kyo

l o H \  Yvnio b0  H \ y~t| oo ii \ i v
y ° -  x  Th t t ] Ch m° y° ~ '^ b i  ( 1 -  Th T v  ) * +

ipyo

+  — f I + T h - — U  ry
2 bo\  |/v +  ■

Come richiesto, essa si riduce alla

Ì  =  A S h  m 0 y 0 e ~ i(maX° - i{) 

quando si annulla la viscosità.

3. Basandosi sulla relazione

( i r  +  U i r a +  (y » — ^ y0=n

■fi U Oc ) f\ > f) ~ffo 1“ v To ; T] , t) =  o

esprim ente il fatto che il pelo libero è costantem ente form ato dalle stesse p a r
ticelle, si può adesso precisare l’andam ento 7]= 7) (x 0 ,t) del profilo superficiale. 
Nel grado di approssim azione considerato, tale relazione si riduce alla forma

^  =  v ( x o l H , t y
e fornisce

/  ,\ TT . A — 2 [K + » i Vv — )x0  — fo)]7] (x 0  , / )  — H

m. Sh m Q H -f~ f \ m-L Sh m Q H -(- m Q (m 1 H — T h Ch m Q H —

30H 30H
m o / v ^  Ò0 H \  Vv , m \ ,  H \  fv

T h v t Y  + n r I + ThT r ' ,!2 bo +  •

Per effetto della viscosità il m oto presenta dunque lunghezze d ’onda 
rid o tte  rispetto  a quelle che si osserverebbero in liquido perfetto . Essendo
T h  T=~ — L il num ero d ’onde vale infatti 

ry

m  =  m Q i
+ n

m 0

+  •2 m 0  H -f Sh 2 m 0  H

anziché w,Q . D*i conseguenza la velocita di fase si riduce da V c =  k\fn 0  al valore

m QV  = —  =  —  [ \  —  ] /—m  m 0  \  ) k  2 fyio H -J- Sh 2 tyio H
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Inoltre, l’onda non si propaga inaltera ta , m a va attenuandosi secondo 
la legge

e
( ì /± L ______
\r k 2w0H + S h 2 w 0 H

b Hin cui si è scritto  di nuovo 1 al posto di T h —— •

Si n o ta  ancora che la funzione di corrente ^ dipende dal tem po tram ite  
il fa tto re  eikt. Così, nell’am bito della prim a approssimazione, le tra ie tto rie  
delle particelle fluide si m antengono chiuse ed il trasporto  di m assa rim ane 

• nullo.
D a ultim o, si osserva che il ro tore della velocità vale

co = d2 j_̂  e~ * t(»*o + mi h n —  )xQ — Àt]

( i - T h  —  
V Vv

i +  T h lo H
u

e
bp To
l/v

ed assume quindi valori rilevanti in prossim ità del fondo, pur risultando 
insignificante in tu tto  il resto  del corpo d ’acqua.

4. A  con tatto  del fondo esiste dunque uno s tra to  d ’acqua in cui il m oto 
è fortem ente rotazionale, ed in cui le velocità orizzontali si portano con rap i
d ità  dal valore nullo di parete  ai livelli che competono al corpo d ’acqua prin- 
pale. T ale s tra to  lim ite viene di solito delim itato convenzionalm ente in base 
alla quo ta sul fondo per la quale la velocità orizzontale assume il prim o 
massimo relativo. Per il calcolo di questo valore y Q — § va quindi im pie
g a ta  la condizione

Posto

3
dy0

34 ^
dyQ

d
dy0

34 •
fyo

34*
dyQ

34
dyQ

3*_4 *
=  O.

s  =  +  • • •

ed eseguite le operazioni indicate risu lta che deve essere resa identicam ente 
nulla l’espressione

m 2
o

2 Vv
I — T h l*  H K  81

e +  (1 +  T h l* H -* o
e

1 / t u  ^°H \ b° Si 1 / | T , ^oH \ -^o8ii _ -----[ 1— T h ~ —  \e  ------- i + T h — — \e  +
“ \  U  )  2 \  f v  1 ^

+  bQ —  l i  — T h — ì / o8t +  (1 +  Th  e~ i o & 1

b y

Tv
- ( i  — T h ^ J - ) / °  81 — 4 -1 1 +  T h - ^ - ) . «lo H \  &,

=  o .
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Ne segue che $x è uguale alla prim a radice positiva dell’equazione che si 

ottiene uguagliando a zero il coefficiente di . Si vede così che lo spessore
■ y v

dello s tra to  lim ite non è legato all’ampiezza dell’onda e si m antiene costante 
nel corso della propagazione. Esso dipende invece fondam entalm ente dal

valore di bQ, e presenta delle variazioni irrilevanti con : T rascurando
f  v

questa dipendenza residua con l’assim ilare ad I sia T h  che T h  —° si ha
fv yv

COS ] / t  +  sin K ] / \ -
- U / A

che fornisce

8* =  3 ,2 3 j/ ■

Lo stra to  lim ite ha perciò lo spessore

8. =  3 ,2 3 |/4  +  ---

Si ripresenta dunque il valore deducibile dallo schema di Lam b: il cal
colo eseguito qui ne precisa la p o rta ta  ed il significato.

5. Come accennato all’inizio, volendo m igliorare i risu lta ti finora conse
guiti, pur rim anendo nel campo della prim a approssimazione e conservando 
quindi le usuali lim itazioni sulla am piezza dell’onda, è necessario aggiun
gere un  ulteriore term ine allo sviluppo della funzione di corrente. R ipren
dendo e proseguendo i calcoli precedenti si ottiene

^ — A g ~  .* r(^o-H^T Vv + m 0v-\----- )x0- k i ] ,  < 5 } ^ ^ bò H
yv

Ch m 0 y 0  —

io yo io So

+  v y Qm x m-i yo
2

m 0

I T
T h

2 m0  b*
g

Ch m 0  H | /  i —  T h 2

Sh m a y Q +  |'m 2 y a —  —  T h

niobi H /  ̂ b0  H
bo ) )

b0  H
yv

Ch m Q y Q —

l m 0  bz j o
\ 2 b0

- T h ^ i L )  +
m  1 
2 bo

m 0  bl

g
Ch m a H I / 1 — T h 2 f i —

r fv
m0  bx H 

2 bo 1 —  T h 2
f v .

5. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVI, fase. 1.



5° Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXVI -  gennaio 1964

m0  bi y 0

2 bo I +  T h bo H
2 bo

i + T h bo H \  
FV )

m 0 b*

g
Ch m 0 t t \ l i  —  T h 2 ^ J t  

r Vv
m 0  bi H 

2 b0
i — T h 2- ^ J i

F v

in cui

2
~k

_ ______ K _________
2 m 0  H -f- Sh 2 m 0  H m Q H +  2 Sh 2 m 0  H —

—  4 Sh m 0  H | / 1 — T h 2 +  T h 2
F F v  ' F v

—  m 0 H  +

+
_________4 ____
2 mo H +  Sh 2 m 0  H +

4 Sh 2 m 0 H  Ch2 m 0  H 
{2 m 0  H -f- Sh 2 H )2

) .

Ove si possa ancora sostituire 1 alla T h  , risu lta  dunque che la
F v

lunghezza d ’onda e la velocità di fase non vengono ulteriorm ente modificate, 
m entre l ’attenuazione riesce invece più m arcata, giusto l’in tervento  di un 
secondo fa tto re  esponenziale avente la form a e~ im*xo — e-  I «2|*o .

E infine, alla form ula per lo spessore dello stra to  lim ite andrebbe ag
giunto il term ine S2v ; m a se si ad o tta  la solita approssim azione sul valore

di Th , S2 riesce nullo,
f v


