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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Meccanica razionale.

Sul problema di analisi spettrale delle
prastre triangolari. Nota di DEMETRIO MANGERON ed A. F. Sestopar,
presentata @ dal Socio M. Piconk.

1. Il primo degli Autori, pur avendo in mente la vasta mole di risultati
brillanti conseguiti da M. Picone e da M. Nicolescu, concernenti le equazioni
poliarmoniche [1], [2] e policaloriche [3], ha studiato vari problemi al con-
torno spettanti alle equazioni integro-differenziali, lineari o no, che genera-
lizzano le equasioni polivibranti, caratterizzate dalla presenza degli opera-
tori di forma [4] '

92 m 2™ (%)
*) ¢ = — ) ,

ox7 dx2. .- dx), A2dyr. -3y

che si riducono per 7 =1 e 2= 1 all'operatore caratteristico delle corde
vibranti. In questo ordine di idee D. Mangeron, solo oppure in collabora-
zione con L. E. KrivoSein, ha studiato il problema spettrale ed il calcolo
effettivo delle funzioni di Green corrispondenti, allorché il secondo. degli
Autori ha escogitato la capacitd di determinazione del metodo di riflessione
nei vari problemi di Fisica Matematica [3]-[8].

In cio che segue si risolve — nel quadro dei problemi di Meccanica tec-
nica delle vibrazioni ove, come pure in tanti altri domini della Fisica Mate-
matica, ha portato il Suo contributo diventato oramai classico I'Illustre
scomparso Accademico Linceo Antonio Signorini (vedasi, ad esempio [9]) —
il problema degli autovalori e delle autofunzioni spettante allo studio delle
lastre in forma triangolare.

2. Sia, nello spazio euclideo E, ad 7 dimensioni, I un operatore differen-
ziale lineare ellittico di ordine 27 con coefficienti analitici e sia I’ P,

soluzione fondamentale di esso, ove P(x) = P(x,, x,,- -, %x) € un punto
corrente ¢ Q(,, &, ,- -+, &) - punto sorgente.

Sia # (P, Q) una funzione che soddisfa 'equazione differenziale
(D) L [«] =3®P—0Q)

e verifica tuttavia certe condizioni al contorno su di un iperpiano

- —>
H, . (x-%£)=C, essendovi & (P—Q) loperatore singolare di Dirac. Si
suppone inoltre che gli operatori L, spettanti alle condizioni al contorno

(2) Lm[%(P,Q)]’Hn_I=O, (m:l,z,.-~,r)

sono lineari, ‘omogenei, ognuno di ordine inferiore a 27, mentre il sistema
costituito da essi operatori ricopre [10] l'operatore L.

(*) Nella seduta dell’r1 gennaio 1964.
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Definizione 1. — Si dice che le condizioni (2) spettanti ad H, _, ammet-
tono riflessione se per ogni punto Q si pud scrivere

(3 u(P,Q)=T(P,Q) + Al (P, 0",

ove A ¢ un operatore lineare, permutabile con gli operatori L e L. e Q*
¢ il punto coniugato al punto Q rispetto all’iperpiano H, _,. Si suppone che
loperatore A dipende da P e Q*. L’operatore A si chiama operatore effetto
delle condizioni al contorno.

Supponiamo che le condizioni al contorno

(4) L:n [” (P ’ Q)] H;_‘I: o, L [” (P ’ Q)]

ammettano riflessioni e siano A,;, A,, rispettivamente, gli operatori effetti
corrispondenti.

Definizione 2. — Le condizioni al contorno spettanti agli iperpiani H, _,
e H,_, non sono connessi se gli operatori A, e A, sono permutabili € cio¢ A,

A, sono, rispettivamente, permutabili con i sistemi di operatori al contorno
L, eL,.

w2 =0, m=0(1,2, -+,7)

3. Definizioni analoghe a quelle di cui sopra s’introducono nel caso in cui

a

du cu du u
<5> B(W’ ) owe >__o

¢ un’equazione lineare d’ordine #z rispetto alla variabile ¢, non appena 1'ope-
ratore differenziale B ¢ tale che il problema bidimensionale di Cauchy

du ou du
(6> B(‘ét—ymI@')"'ywnW)—o

¢ ben posto. Cio risulta dal fatto che l'equazione (5) ammette [11]-[13]
soluzione fondamentale di Cauchy, esiste cio¢ una funzione E (P,Q,%)
che soddisfa I’equazione (5) e le condizioni iniziali

(7 E

' E
—_ O, —_—
t=o0 o

o per v=1,2, -, m—2,

3(P—Q), perv=m—I.

t=o0

4. Yu.M. Berezanski [14], L. E. Krivosein [15] ed altri ancora, seguendo
I'ordine delle idee iniziato dal primo degli Autori concernente la possibilita
di formulare problemi al contorno ben posti spettanti agli operatori diffe-
renziali non ellittici, hanno studiato recentemente problemi al contorno con-
cernenti vari operatori differenziali non ellittici generalizzati. Donde risulta
la validitd di scomposizioni di cui pilt oltre, delle funzioni di Green spettanti
agli operatori differenziali lineari a derivate parziali anche non ellittici in
serie di soluzioni fondamentali, intendendosi che una funzione G (P, Q) &
soluzione fondamentale di un operatore €, se per ogni funzione sufficiente-
menteé regolare e finita ha luogo la relazione

®) e UG (P,Q)f(Q)d0| =7 ).
Eﬂ
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5. Rimandando per cio che riguarda le dimostrazioni ed i corrispondenti
sviluppi algoritmici al « Bollettino dell’Istituto politecnico di Iasi» [16], enun-
ciamo qui sotto per i domini rettangolari il seguente

TEOREMA 1. — Nell'ipotesi dell’esistenza e di unicita del problema al con-
torno concernente operatorve differenziale ellittico

©) LE®,Q]=3F—0Q),

(10) e [F(P,Ql,_ =0 , Dj[F® Ql,._.,=o,
Z’ZI,Z,“\-,% ;oM =1,2 -7

nel dominio «rettangolarey R = {0 < x, < a,, -, 0 < xa<an} e se le con-

dizioni al contorno corrispondenti a tutti gli iperpiani di ¥, R (frontiera di R)
non sono connesst, mentre la serie

00 n
ay FE,Q—-TE,9= X JIAB.T®,Q,....)
SpaSgyeyS,=—00 j=1
ove
! . ayj
Ajy; = Aj (P ’ Q 1 — (— I)Sj sign $;
J A1 31’52""’Jj“11_2k_w7‘+"rj'+1"“”'n y
(18)  «
S = / “-—Is.i S
| B“:; _‘—k=1 BJ(P’Q“I’JZ""’Xj—I’Zk_—i%"f/-l—l""";;)’
[ I I .
\%=zhw—zh—EHMa@qL
I I . .
19 b= s~ [ — 9] sign s
/ si Iyl ioh 0 =
! gn §; = y sign 0 —= 1
\ 7

e Q:I,:z,‘.,,;r e il sistema di punti comiugati aventi le coordinate
I .
(20) ¥ =gatL——0iE,

Aj e Bj sono rispettivamente operatori effetti corrispondenti alle condizioni di
Jfrontiera spettanti agli iperpiani x; = 0, a; é uniformemente convergente nel
dominio R insieme con tutte le sue derivate sino all'ordine 2 r incluso, la
Junzione ¥ (P, Q), definita tramite (11), ¢ la funsione di Gren relativa al « ret-
tangolo » R.

6. Se il dominio fondamentale ¢& costituito da un triangolo equilatero,
determinato ad esempio dalle rette

(21) X, =0 xz'szVg , x2+xIV§=aV§,

ha Iuogo il seguente



(25)
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TEOREMA 2. — Nell'ipotesi che le condizioni al contorno concernenti le rette
(21) ammettono riflessioni con un medesimo operatore effetto A (P,Q) e se la serie

(22) F(P,Q)= X YA™*I(P,Q..),

SpySp=—00 =0

ove si & posto

@poy =1 %% [1 4 (—1)]sign (s;—s.) (s + 250) (25, + 5. —1),

Q;I,sz 'ézﬁch + 32) + E-vi) dV3_ (Sz"_31> + 'm: ’ Q (‘E»ﬂ)’

= Bo—f =g —f 3=t gy Etal3

2 )

> )

2

| o= N5 =1 N: = W » N2 = — 73
converge uniformemente insieme con tutte le sue derivate sino allovdine 2 r
incluso in tutto il triangolo fondamentale salvo il punto Q, la funzione F (P, Q)

e funzione di Green spettante all' operatore ellittico L.

7. Trascrivendo la formola (22) sotto la forma

(4) F(P,Q = X A% 0P, QL) + T (P, R, +

1
3 Sy,85 = — 00

+ T (P, S, + T @, UL+ TP, V) + T (P, Z,)],

i 2 ’ 2 z ” 2 z
ove P ,Qxxy-fz ) R:psz , P, Ssl,o'z ’U-TI;-YQ , P, V.vl,.vg , Z

515, SONO punti aventi le
coordinate seguenti

‘ P (x x) P/(«'\fz Vg—ﬂh M Vg‘l—ﬂv’z) P// (__ X1 + X2 V3_ X1 V—_’-}_—XQ)
Iy 2 b ) . 2 b )

2 2 ’ 2
7 - 2 - VA—
Qsl,:z (3 as, +£iyd‘/352+7]5)> R:I,:2(3‘wx+37a+E»z',a‘/f)sz_‘a_zi‘l“ y]i)»

(30 4 B8 oy, BN,

Ul (3as 4 30 4 258 oyg, —als Ehidu)

2 2

Vi (3 — 2 ayg, 4 B,

.\1 Z§1,52(3 as. _‘_%i_ Ez‘+:;zV3 a3 s — a‘f n iz‘V32—m‘)’
si ottiene, in corrispondenza alla meccanica delle vibrazioni delle piastre
triangolari, schematizzata per certi appoggi al contorno del triangolo equi-
latero nel sistema

—0 K Zw
FrT ' dn?

(26) VVw—Nw=0 , w

%
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la seguente espressione per la funzione di Green

@) F(.Q=—~_3% I;;;f”’; e, 2) W E, )+

9V3 a® % -
9at
T P e LN RSV A IR AP N
9V3—a2 kn=1 <47’12ﬂ2 ) 4,€2752)2_>\2 " s " ’ " o " ! !
9@ 3a°
ove
4z (%, , x,) = sin 2 e — sin T (%, 4 2. Y3) + sin ﬂ_(xI V3 — %.);
al3 aV3 aV3
Y (%, , x,) = cos 2T . sin 2 Tc — cos*(x2 V3 —=,) sin = (xI V3 +x.)+
3a aV3
nw - . AT - B
(28) 4—cosj;;(x1+—sz3>snlayg—@aV3 — )
Upn (201, 2,) = sin 27 4, sin ELul %, — sin —- (x2 Y3 —=x.) sin k. (. V3 2.)—
3a aV3 aV3

. nw 1N e Vg -
— sin 37(951 + x.}3) sin o (. V3 — x2).

\

Lo spettro & costituito dagli autovalori

6 p4 o4 - 2 2 2 p2\2
(29) N=TEE e = (RS TR,

9 at 9 a? 3 a®
mentre le autofunzioni corrispondenti sono rispettivamente

g (1 4 cos £n) 4z (%, , x.) oppure: [1 + cos (7 — £) 7] Uow (2, 22)

(30 ? e [1 4 cos (n— &) m] Y (21, %)

8. Nell'ipotesi che la piastra triangolare ha la forma di una meta del
triangolo equilatero, lo spettro & costituito dagli autovalori

" 2 2 2212 \2
(31) V/én=<4”7t +4 TL'>’

9a2 3a2,

mentre le autofunzioni sono date tramite

5 [T + cos (n— &) 7] [Yen (fﬁx ) %2) — Y (d‘— Ze, X)),

(32)
[ [1 4 cos (n— &) 7] [Yin (e, 22) — Ui (2 — 21, 22)].
Osservazioni. — In una delle prossime note esporremo i risultati concer-
nenti l'analisi spettrale spettante ai domini che fanno ricoprire il piano
parecchie volte in seguito dell’applicazione del metodo di riflessione.
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