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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Meccanica razionale. — S u l problema d i analisi spettrale delle 
piastre triangolari. N ota di D e m e t r i o  M a n g e r o n  ed A. F. S e s t o p a l ,  

presentata 0  dal Socio M . P i c o n e .

i. Il prim o degli A utori, pur avendo in m ente la vasta mole di risu lta ti 
b rillan ti conseguiti da M. Picone e da M. Nicolescu, concernenti le equazioni 
poliarm oniche [i], [2] e policaloriche [3], ha stud iato  vari problem i al con­
torno sp e ttan ti alle equazioni integro—differenziali, lineari o no, che genera­
lizzano le equazioni polivibranti, ca ra tterizzate  dalla presenza degli opera­
tori di form a [4]

che si riducono per m  =  1 e k =■ 1 all’operatore caratteristico  delle corde 
vibranti. In questo ordine di idee D. M angeron, solo oppure in collabora­
zione con L. E. Krivosein, ha stud iato  il problem a spettrale  ed il calcolo 
effettivo delle funzioni di Green corrispondenti, allorché il secondo degli 
A utori ha escogitato la capacità di determ inazione del m etodo di riflessione 
nei vari problem i di Fisica M atem atica [5]— [8].

In  ciò che segue si risolve -  nel quadro dei problemi di M eccanica tec­
nica delle vibrazioni ove, come pure in tan ti a ltri domini della Fisica M ate ­
m atica, ha p o rta to  il Suo contribu to  d iventato  oram ai classico l ’Illustre 
scomparso Accademico Linceo A ntonio Signorini (vedasi, ad esempio [9]) -  
il problem a degli autovalori e delle autofunzioni sp e ttan te  allo studio delle 
lastre in form a triangolale.

2. Sia, nello spazio euclideo E* ad n dimensioni, L  un operatore differen­
ziale lineare ellittico di ordine 2 r  con coefficienti analitici e sia r  (P , Q) 
soluzione fondam entale di esso, ove P(x) =  V(xT , * 2 , • • ., xn) è un punto  
corrente e Q (?x , L  , • • •, £») -  pun to  sorgente.

Sia u (P , Q) una funzione che soddisfa l’equazione differenziale

e verifica tu tta v ia  certe condizioni al contorno su di un iperpiano

(x • k) — C, essendovi 8 (P  — Q) l ’operatore singolare di D irac. Si 
suppofie inoltre che gli operatori L m sp e ttan ti alle condizioni al contorno

sono lineari, omogenei, ognuno di ordine inferiore a 2 r, m entre il sistem a 
costituito  dà essi operatori ricopre [io] l ’operatore L.

( 0 L  [u] =  S (P — Q)

(2) ~Lm [u (P , Q)] \un _ x — o , (m =  1 , 2 , • • •, r)

(*) Nella seduta dell’ 11 gennaio 1964.
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Definizione 1. -  Si dice che le condizioni (2) spe ttan ti ad H n _ x am m et­
tono riflessione se per ogni punto  Q si può scrivere

(3) * (p  , Q) =  r  ( p , Q) +  A r  (p  , q *),'

ove A è un operatore lineare, perm utabile con gli operatori L  e e Q* 
è il punto  coniugato al punto  Q rispetto  all’iperpiano H w__x. Si suppone che 
l ’operatore A dipende da P  e Q*. L ’operatore A si chiam a operatore effetto 
delle condizioni a l contorno.

Supponiam o che le condizioni al contorno

(4) L m fa (P > Q)] 'Ijj1 — o , L m \u (P , Q)] |H2 — o , m — 0 ( 1 , 2 ,  • • •, r)
I xxn —  1 I l l n —  1

am m ettano  riflessioni e siano A x , A 2, rispettivam ente, gli operatori effetti 
corrispondenti.

Definizione 2. — Le condizioni al contorno spe ttan ti agli iperpiani H 
e H * _ x non sono connessi se gli operatori A x e A 2 sono perm utabili é cioè A x, 
A 2 sono, rispettivam ente, perm utabili con i sistemi di operatori al contorno
T 2 e I 1A-^m v-' 'm •

3. Definizioni analoghe a quelle di cui sopra s’introducono nel caso in cui

(5)
'du CU du du

1 ~aL" ’ 3^2 ’ dxn

è u n ’equazione lineare d ’ordine m rispetto  alla variabile t, non appena l’ope­
ra tore differenziale B è tale che il problem a bidimensionale di C auchy

(6) B 3 u
dt dy

3 u
dy =  O

è ben posto. Ciò risu lta  dal fa tto  che l ’equazione (5) am m ette [ n ] - [ i3 ]  
soluzione fondam entale di Cauchy, esiste cioè una funzione E (P , Q ,/)  
che soddisfa l’equazione (5) e le condizioni iniziali

(7)
3V E
3 f t  = 0

o , per v — 1 , 2 , • • •, w  —  2 ,
8 (P — Q) , per v — m — 1.

4. Y u.M . Berezanski [14], L. E. Krivosein [15] ed altri ancora, seguendo 
l’ordine delle idee iniziato dal primo degli A utori concernente la possibilità 
di form ulare problem i al contorno ben posti spe ttan ti agli operatori diffe­
renziali non ellittici, hanno stud iato  recentem ente problem i al contorno con­
cernenti vari operatori differenziali non ellittici generalizzati. D onde risu lta  
la valid ità di scomposizioni di cui più oltre, delle funzioni di Green sp e ttan ti 
agli operatori differenziali lineari a derivate parziali anche non ellittici in 
serie di soluzioni fondam entali, intendendosi che una funzione G (P , Q) è 
soluzióne fondam entale di un operatore <2, se per ogni funzione sufficiente- 
m enté regolare e finita ha luogo la relazione

G (P  ,Q  ) f ( Q ) d Q = / (  P)-(8) e
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5. R im andando per ciò che riguarda le dim ostrazioni ed i corrispondenti 
sviluppi algoritm ici al « Bollettino dell’Is titu to  politecnico di Iasi » [16], enun­
ciamo qui sotto  per i domini re ttango lari il seguente

TEOREMA I. -  Nell' ipotesi deir esistenza e d i unicità del problema a l con­
torno concernente operatore differenziale ellittico

(9) L (F (P , Q)] =  S ( P - Q ) ,

(1°) &m [F (P , Q )],.=o =  o , D i  [F (P, Q)]x.=a. =  0,

i  — i , 2 , • • •, n ; m =  1 , 2 , • • •, r

nel dominio « rettangolare » R =  { o <  <  a x , • • •, o <  x n <  an } e se le con­
dizioni a l contorno corrispondenti a tu tti g li iperpiani d i F, R \fron tiera  d i R) 
non sono connessi, mentre la serie

00 n

( I I )  f (p , q ) r ( p , q ) =  2 _ _  n Ai Bv r (p - Q ^ ^ - . A

ove

(18)

A l =  1 1  A, P ,Q
•' 1 \

S  / 
a  - n  iv i’ , q

•̂ 1̂ 2’ • • • >sn=-°° j = 1

1 — (— 1 ) J sign Sj
S Z , S 2 , -  ■■ , S j  _  _x x ~ ~ i k ------------------------— -------------------------------------------------- , S M / ,

I — (— 1) J sign .

(19)

k=I \

1 I (& II
M

l 1 **>'1

II 1 SJ 1

[ sign Sj = 1 Sj  1
c •

’ SJ+

SJ +  i ’  ' ‘ ‘ ,Sn

-V  I-1 ~  0 ,y] sign SA  .

sign o =  1

e Qsi,s2,---,sn è il  sistema d i pu nti coniugati aventi le coordinate 

(2°) Zj —  sj  ai  +  —  [!■ —  (—  i )Sj] ,

Aj  e Bj  sono rispettivamente operatori effetti corrispondenti alle condizioni d i 
frontiera spettanti agli iperpiani Xj =■ o , aj è uniformemente convergente nel 
dominio R  insieme con tutte le sue derivate sino alVordine 2 r  incluso, la 
funzione F  (P, Q), definita tramite (11), è la funzione d i Cren relativa a l « ret­
tangolo » R.

6. Se il djorninio fondam entale è costituito  da un triangolo equilatero, 
determ inato  ajd esempio dalle re tte

(21) Xz =  o , x 2 =  x 1 ]/-2 > x * +  ^1 V 3 =  « ( A .

ha luogo il seguente
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T e o r e m a  2. -  N ell' ipotesi che le condizioni a l contorno concernenti le rette
(21) ammettono riflessioni con un medesimo operatore effetto A (P , Q) e se la serie

00 5 J
(22) F (P , Q) =  2  S A ^ r c p . Q - j ,

S D S 2 =  ----- 0 0  2 —  0

ove si è posto

al, s* =  1 —  ~r C1 +  (—  O'] sign Oi —  O2 +  2 s,) (2 j 2 +  — 1),

Q’i»̂ 2 ) (Si +  j2) +  ?», - !"3 — -O +  w  | > Q (? > ?)),
(23)

?* =  ?» =  ? , ? ,  =  ? , =

Ylo =  —  7)s =  7) , Y), =  —  Y]4

? —  £ _)   S3 ---

i h 5 V3

converge uniformemente insieme con tutte le sue derivate sino all'ordine 2 r  
incluso in tutto i l  triangolo fondam entale salvo i l  punto Q, la funzione  F (P , Q) 
è funzione d i Green spettante all' operatore ellittico L.

7. Trascrivendo la formola (22) sotto la forma
00 5 1

(24) F ( P , Q )  =  4  2  X  [ r ( p I Q ; , j  +  r ( p ) R: i>j  +
— — 00 2 — 0

+  r  (P', s i¥, j  +  r  (P', u U )  +  r  (p", v ; , o  +  r  (P", z U ) L

ove P ,  QlI,s2 ,  R j 3  , P', S ÎJJ2 ,  Ul 1,s2 ,  P", v :i5,2 ,  z :i5,2 sono pun ti aventi le 
coordinate seguenti

r ( x21̂ 3 ■ ^1/3 f  ^2^ i)// / %i ~\~ Xi y3 #i V3 — 2̂
2 ’p (tf x, #2) , P'

Ql„s2 (3 +  l i , a Y 3 +  7),-) , R^, ,2 ^3 as, +  —  + ? » , «  f 3 —  A l  _)_ (

(2 5)
S*,, j2 (3 as, +  L ,  « 1/3 5» V3 + Vi

u i„  ,,(3 *». +  ^  +  A s i i L , „ y j l I L .

(3 «», -  *' + * 1'3 , O ì'3 ». +  — V 7-”'

i z u ( 3 « » . + ^ - ^ ^ , » y F » . - ^ + ^ = ^

si ottiene, in corrispondenza alla m eccanica delle vibrazioni delle piastre 
triangolari, schem atizzata per certi appoggi al contorno del triangolo equi­
latero nel sistem a

(26) V2 y 2^ — =  o , w _ d*w
F rT  V dri*
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la seguente espressione per la funzione di Green

(27) F ( P , Q >X*) =  - ^ t . 2  -
o V 7 /72 A—r 19K3 et k ẑ l6jè4ff4 ?g

+ ___i _  y

3̂

I +  cos (n — k) iz

4? (x* > X2) 4* (?,>)) +
9

9^3 «2 (4 ^2it2 ' 4^27T:g
9 a2 3 #2

( ^ i  > ^ 2 )  > ^0 H -  ? - ^ 2 )  1 >

ove

$  {Xl  , x 2) =  s in  -
2 kiz

a h

kn . , 
s in  —— r f x 2 +  x x

* v 3 v
I 3 )  +

klZ
s in  — —r

a h
(x z  Ì 3 ~ -  X 2) ;

tykn ( x  1 , X 2) =  COS
2 niz
3 a Xi s in

2 klZ
-  X 2 

a \3
niz

cos —  3 a 0M ;3 -—  Xj )  s in
klZ ,
, r  (Xì  a i  3

13 + 4T:0  +

+  COS
niz 
3 a (-Lt + x 2 1/3 ) sin i - 1 * .  u

a 173
" X2) >

*Pkn {X j. , x 2) =  s in
2 niz 
3 a

x z s in 3 kiz
M~ X 2 a \  3

niz
■ s in  —  

3 a■ ( x i  Ì  3 — x i  s in  k lZ .( x
J a h

1 13+ x 0 -

—  sin
niz , 
3 a ' Xl +  ['3 ) s in  - y -  (Xz Ì 3 —  

a h
X2).

Lo spettro  è costitu ito  dagli autovalori

(29) x* =
16 /è4 7l4 

9 <24
4 iz2 n2 , 4 7i2 /P 

9 #2 . 3
2

m entre le autofunzioni corrispondenti sono rispettivam ente

( (1 +  cos kiz) °̂k (x z , x 2) oppure i [1 +  cos (n —  k) tt] ifkn (x l , x 2)
(3 ° )  •

f e [1 +  cos in —  k) 7t] 4L (Xz , x 2) .

8. N ell’ipotesi che la p iastra  triangolare ha la forma di una m età del 
triangolo equilatero, lo spettro  è costituito  dagli auto valori

(30 k̂n
\ n 2lZ2 , 4yè27T2 \ 2

9 a2 ■ 3 a2 / ’

m entre le autofunzioni sono date  tram ite

(32)
[1 +  cos (n —  k) tc] [4L (xz , x 2) — 4L (a — x r , x 2) \ , 

[1 +  cos (n —• k) tc] [4L (xz , x 2) —  4L (a —  x x , x 2) ] .

Osservazioni. -  In una delle prossime note esporremo i risu lta ti concer­
nenti l ’analisi spettrale  sp e ttan te  ai domini che fanno ricoprire il piano 
parecchie volte in seguito dell’applicazione del m etodo di riflessione.
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