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Fisica matematica. — Su un problema non lineare del tipo d ì  
Stefan . N ota di G io r g io  S r s t in i  r), presen ta ta  ((*) **} d a l Socio G. S a n ­
so n e .

1. Introduzione. -  In  recenti lavori il prof. Quilghini ([ 1], [2], [3]) (I) 
ha affrontato  lo studio, per il caso lineare unidimensionale, di problemi ana­
loghi a quello di S tefan nella ipotesi che la tem peratura critica di cam biam ento 
di fase T c anziché costante, come la si considera in tu tta  la vasta le tte ra tu ra  
in  argom ento (vedasi ad esempio [4]), venga supposta funzione m onotona 
del posto, m ostrando in una analisi approfondita la notevole influenza di tale 
ipotesi sull’andam ento stesso delle ricercate soluzioni, esprim enti, come è 
ben noto, in un dato  istan te  lo stato  termico T (P , t) in qualsivoglia punto  P 
di una delle due fasi e, allo stesso istante, Pascissa x  =  h (f) ca ratteristica del 
fronte di separazione delle due fasi.

In  questa N ota  mi lim iterò a m ostrare come i m etodi usati per i problemi 
unidim ensionali non lineari analoghi a quello di S tefan ([5], [6]), nell’ipotesi 
di tem p era tu ra  critica costante, possono essere im piegati ad assicurare esi­
stenza ed unicità  della soluzione degli analoghi problemi nell’ipotesi che tale 
tem p era tu ra  sia supposta funzione continua e m onotona del posto, deriva­
bile almeno una volta.

2. Richiami e trasform azioni. -  Con riferim ento ad un mezzo m ateriale 
semiinfinito, term icam ente isotropo, occupante un semispazio, che identifi­
cheremo con quello delle x  >  o di un sistem a cartesiano ortogonale, nelle 
ipotesi già assunte in una m ia precedente m em oria ([5]), che nel seguito sarà 
rich iam ata  con la le ttera  «M », m a lim itando lo studio alla sola fase in for­
m azione a partire  dal piano x  =  o e dall’istan te  t  — o, studierem o l’esistenza 
e la un icità della soluzione di un problem a di S tefan unidim ensionale non 
lineare, nell’ipotesi che la tem peratu ra critica di cam biam ento di fase T c 
sià funzione della ascissa a  del punto  considerato, continua m onotona e limi­
ta ta  insieme alla sua deriva ta  prim a. U n tale problem a si traduce in quello 
analitico di provare l ’esistenza di una unica coppia di funzioni T  =  T  (x , t) 
e h — h (t), regolare la prim a e derivabile almeno una volta la seconda, soddi-

(*)i Comunicazione le tta  il 30 settem bre 1963 duran te  il V II Congresso U .M .I.
(**) Nella seduta del 14 dicembre 1963.
(1) I num eri in parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta al termine del 

lavoro.
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sfacenti al sistem a :

( 0

3
dx K (T)

3T
* (T )

3T
dx

T [ A ( t) ,  t] .=  T , [A(t)] ,

K (T) ■dx =  c [h , t ]

t >  o , O <  *  <  h  (r ) ; 

t >  o ;

(h)

h (o) =  o , t  >  o ; 

dh
dx T >  O.

Questo sistem a è s tru ttu ra lm en te  analogo ai soliti sistemi traducen ti p ro ­
blemi unidim ensionali non lineari del tipo di S tefan ([5], [6]), m a rispetto  a 
quelli, o ltre a non essere più T ( A , t )  =  o, presenta la notevole d iversità 
che il coefficiente di h  =  dh/dv,  nella condizione che dà Fequilibrio termico 
a ttraverso  al fronte di separazione tra  le fasi, non è più costante. In fa tti es­
sendo tale coefficiente dato  dal prodotto  della densità per il calore la ten te  
del mezzo, certam ente funzione della tem peratu ra  che sul fronte di separazione 
coincide con quella critica T , ,  supposta ora variabile col posto, esso risu lta 
funzione del posto e perciò della incognita k.  I f  preciso significato fisico delle 
funzioni K (T) , a (T), H (t) , m  (5), ci consente la formulazione su di esse di 
ipotesi, analiticam ente restrittive , m a fisicamente accettabilissim e se non 
ad d irittu ra  indispensabili. R ipetendo alcune delle ipotesi di M, supporrem o 
ancora o <  K0 <C K (T) , o -<  aQ <  a (T) lim itate per qualsiasi valore di T  
nell’in tervallo  (— 00 , -|- 00) ed ivi continue con le loro derivate p rim e; 
H (t) >> o crescente, continua con la sua derivata  prim a per ogni t  ;> o ; 
quan to  alla m  (£) farem o l’ipotesi che essa sia maggiore di una costante posi­
tiva m Q e per qualunque £ >  o lim ita ta  e continua insieme alla sua deriva ta  
prim a. L a funzione c (x , t )  la supporrem o infine positiva, continua e tale che 
sia cQ <  c ( x  , < C ,  con cQ e C costanti.

Senzq perdere \n generalità supporrem o poi che T c (0)-== o.
Col cam biam ento di funzione incognita :

T

(2) V (% » T) “  /  K (5) d \ y

posto :

(3) ■£(*) =  J k ® ^ ,(4) 3 ~ \ { h ,  -) I  k

b (V) _  g(Y)
K (V) ’( 5)
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il sistem a (1) d iven ta :

(6)

32 V 
dx* T > o , o  <_x <^h

r 3V '
. j

— —  H (t)
x —o

t > o ;

V (h , t )  =  p (h) , h (0) =  0 , t  >  0 ;

■ avi
_"àF| a II Ss* il T~m (h)  h , t  ;>  0.

Osserveremo che, essendo T , (o) =  o, si ha pure dalla (3):

(7) P (o) =  o.

Dalla (3) si ha anche :

P '(*) - £ - k c t . ) £

/ d Tcon che è 0' ^  o secondo che si ha —~  iS o.
dx

Per x  — o, essendo T c =  o , —  (3' (o) rappresen ta il flusso di calore nel 
senso delle T , crescenti in x  =  o. Se perciò è >  o tale flusso, se non
, \ ClX Jx — o
e nullo, viene a som m arsi con quello H (o), creato all’is tan te  iniziale in x  =  o
e non ostacola la formazione della nuova fase. Se al contrario è {- ? c)  < 0

t \ d x  J x = o
il flusso —  p (o) si oppone a quello creato per o ttenere il cam biam ento di fase
e perciò se non è H (o ) >  | p' (o) | , il fenomeno non può avverarsi. Se pertan to
la tem peratu ra  critica Tlc , supposta m onotona, risu lta decrescente per x  =  o,
affinché il fenomeno del cam biam ento di fase possa avviarsi in x  o per t  — o,
occorre form ulare sulla assegnata funzione H (t) l’ulteriore ipotesi

H ( o ) > - K ( o ) ( ^ L  =  [ P'  Co)  I ,

c^e, d a ta  la crescenza di H , porta  alla disuguaglianza :

(8) H (t) >  | p' (o) | .

Con il nuovo cam biam ento di funzione incognita :

(9) W  =  W  (x  , t )  =  V  (x  , t )  —  p (x),

il sistem a (6) si trasform a nell’a ltro :

(io)

(W +  p)
dx2

' 3 (W +  P) ■-
dx

W  (h , t) =  o 

- 3 (W +  p) -
dx x =

—  =  0 , T > 0  , o <  x< ^h  \

— —  H ( t ) , t > o ;o

, h (o) =  o , T >  o ;

=  c (h , t )  —  m  (A) h , t  >  o ,
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dove

( i o

w

B =  B (W , x )  =  j  b (s +  p) ds.
o

Osserveremo subito che, essendo W  ih , t) =  o, si ha dalla (11) anche :

(12) B [ W  (A , 1) , h] =  B (o , h) =  o.

3. L’equazione fu n z io n a le  t r a  l e  incogn ite  d e l  problema. -  Se­
guendo il procedim ento usato in M (vedi anche [6]), integriam o la (io ,) nel 
dominio =  £0 <! t <  t  , 0  <  x  <  h (()} , applicando la no ta form ula di 
Green e tenendo conto di ( io 2) , ( io 3) , ( io 4) e (12). Si o ttien e :

f t i h(t)

I  m ( t i ) h  (1) d i  =  j  H (t) d i  +  J  c ( h , i ) d i  —  j  B [W (x , t ) , x\ dx.
o 0 0 o

Con una integrazione per p a rti al prim o m em bro, si ottiene, tenu to  conto delle 
ipotesi form ulate su m  (?),

t h(t)

( i 3) h ( t ) = J  F r [h (t) , i  , h  (0 ] d i — j F 2 [W (x , t y , x , h  (0 ] dx,
o o

dove si è posto :

(14)
Fi \h (T) , T , h  (*)] =  H(-T) + C(Ì ’̂ ì A(")h{rì

I f , [ w ( » , o , » , * « ]  =  '

4. I TEOREMI DI ESISTENZA ED UNICITÀ. — Per ogni assegnata funzione 
h — h (f) contìnua, m onotona e derivabile con h (o) =  o, si pensi risolto il 
problema ridotto:

t  >  o , o <  ,x <  h ; 

t >  o ;

A (o) =  o , t >  o ,

essendo 6" = .u,.j?- •

Per le ipotesi form ulate sui dati e sulla h (/), classici teoremi ([7]), assi­
curano l’esistenza di una unica soluzione regolare per questo sistema, che indi­
cheremo con W k == W  (x  , t  , /t) per m ettere  in evidenza la sua dipendenza

1 ^ - K W + p ) 4 A  = - r « ,

(i5)

( W ( A , t) =  o ,
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dalla A — A (7), scelta nella classe considerata. Con considerazioni analoghe 
a quelle del n. 6 di M, si prova la validità delle due disuguaglianze :

o <  W  (x , t , A) <  N (A —  x) ;

dove w Q ed N sono due costanti positive, indipendenti da A.
Se poi a (/) > y  (t) indicano due diverse determ inazioni di A e si conside­

rano le due soluzioni W a e W y del problem a ridotto , si ha, per o <  x- <  y (t) , x 
o <  t <  t  :

(17) o <  W a —  W Y <  M ax (a — y).
X

Ci limiterem o ad accennare alla deduzione di ( ió 2). Per il sistem a (15) vale 
il principio di massimo più volte usato in M. P ertan to  essendo in ogni caso 
/ c W \
K -  ^  ° ’ ammetten<^° più l’ipotesi (8), fisicamente necessaria nel caso

di tem peratu ra critica m onotona decrescente, si ha subito che W h non può 
essere negativa in Da,/. Per provare la seconda parte  della disuguaglianza, 
basta  osservare che Z =  Z (x , A) =  — M x —■ p (x) è soluzione del sistem a :

(18)

22 Z , s 3Z „ f v
b  (Z . x ) ----- P O ) ,dx2 

dZ\
dx jx —  M — p ' ( o ) =  — M' ,

Zx==a == — MA —  p (A) ,

t  > 0  , o <  a; <  A ;

t >  o ;

o,

essendo M una costante positiva maggiore del più grande dei due num eri 
| p' (o) | e M ax H (t) in [ó , f\.

Posto Ah =  A (x , t  , A) =  —  Z =̂= Wa +  Ma; +  p (a;), tenuto  conto di
(15) e (18), A a soddisfa in Da,* il sistem a:

( !9)

[Aa]*=a =  MA +  p (A) >  o ,

con b (Aa , a;) =  b (Aa — M j — p , a;), dal quale, per il solito principio di m as­
simo, discende facilm ente la lim itazione :

A a =  W a — Z < M  A +  p (A) 

e quindi, date  le ipotesi su p, come volevam o:

o <  W a <  N (A —  a;),

essendo N =  M .+ M ax p' (x).
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Nelle nostre ipotesi, valendo le (16) e (17)? l’esistenza e la unicità della 
soluzione del nostro problem a discende da considerazioni del tu tto  analoghe 
a quelle usate da K yner ([6]), potendosi agevolm ente dim ostrare che la tra ­
sform azione funzionale :

definita nell’insieme delle funzioni reali, m onotone e derivabili nell’inter- 
vallo [o , t\ e nulle per t j=  o, am m ette uno ed un solo punto  unito  h per il 
quale, essendo h — R (h), resta  soddisfatta la (13). L a fu n z io n e h == h (t) 
insieme alla soluzione W7; del problem a rido tto  (15), ' dà la ricercata soluzione 
del sistem a (6) e quindi, a ttraverso  alla posizione (9) e per la invertib ilità  della 
(2), la ricercata unica soluzione del problem a considerato.
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