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Meccanica. —  L a  funzione di influenza per la piastra libera 
circolare. N ota II C) di M a r io  Com o, presen ta ta  dal Socio G. K r a l l .

Per il calcolo della (16), espressione bilineare della funzione d i Green, 
occorre an z itu tto  determ inare i corrispondenti autovalori y mn R, le costanti 
Cmn e le norm e in tegrali <pmn del sistem a ortogonale di autofunzioni (15). 
A tal fine si scrivono le condizioni al contorno associate adequazione  (2) 
della p iastra  v ibran te :

( 19)

/ d2U / I du . I d2u \
\ dr2 "■ V \ r  3r  ' r 2 302 )

d / 1 du \1 __
dr \ r  30/1

d
dr

d U
Lr2 +

du
dr +

d*u
~dd: ) +  (1 — v)

d
rdd

per r  =  R.
Esse, per le (15), conducono adequazione cosidetta «delle frequenze» (4):

(20) Y2 R2 Jn (yR) + ( I - v ) [ YR Jn (yR) ~  Jn frR)] =
Y2 R2 In (yR) -  (I  -  V) [TR In (yR) -  ^  In (yR)]

_  Y3 R3 Jn (Y.R) +  (I  —  V) [yR J* (yR) — In (yR)]
Y3 R3 In (YR) —  (I —  V) n 2 [TR In (YR) —  In (yR)]

da cui scaturiscono gli autovalori y mn R  ; di questi i prim i e più im portan ti 
sono rip o rta ti nella Tabella I.

Tabella I.

Yntn R
n 0 1 2 3

0 0 0 2,31990 3,52989

1 2,99999 4,53035 5,90014 7,29960

2 6,29991 7 , 5999i 9,19987 10,39990

3 9>49957 10,94990 12,36900 13,80060

(*) Pervenuta all’accademia il 2 ottobre 1963. 
(4) Op. cit. in (3).
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In relazione ad essi si sono così calcolate le costanti Cmn e le norm e in te
grali <pmn. Le prim e sono fornite da

/  \  __  Ymn ^  J» (ymn R) (l v) [ymn RJ# mn Rj J n (ymn R)]2̂ 1 ) Umn — -------------   ;----------------- ------------------------- --------
Y mn  ^  L  ("Imn R) ( l  v )  [ y mn  RI;? ( y  mn R) I n  (*Ymn  R)]

e sono rip o rta te  nella Tabella IL

Tabella II.

n
m 0 1 1 2 3

0 0 , 2 1 3 1 4 4 0 , 0 9 1 0 1 7 5

1 0 , 0 8 5 6 8 4 2 0 , 0 1 9 1 9 8 3 —  o , o 25 Ó 2 8 7 7 —  o , o 2 i 8 4 i 8 o

2 o , o 23 1 0 8 0 3 0 , 0 3 7 0 3 5 0 9 0 , 0 3 I 9 0 I 2 0 0 , 0 4 5 7 5 2 6 3

3 — - o , o 3 1 2 6 1 7 9 —  o , o42 8 5 o o i —  o , o 57 2 8 8 0 4 —  o , o 52 0 4 4 2 8

Le norm e integrali definite dalle

( 2 2 )  cpmn =  j  (A {]» (ymHr) +  Cmn In (jmn r ) f  COS2 «0 dCl =
si

r
=  J  P  [ J n  ( Y m n  r ) +  Cm n  I n  ( Y  m n  r ) Y  Ŝ 2 n 6 d C l  (per m  , n  =1= o)

risultano espresse dalle 

(23) 9 „ n  =  I V J* (t «« R) ~ H 1 ” V : ( y w„R )

mn 
2 ‘ (y«* R) — j 1 +

’r L  R2j 

1 (y«* R) +

+ ymn R [ J w ( d  mn R )  R  (hr»?» R )  J »  CTmn R )  ( d  mn R ) ]  ( v

m éntre per n — o e m -(= o si ha: 

(24 ) 9 »„ 2 tcR2 (a I -1 [JÓ* Cr-o R) +  K  (y»o.R)] —

c i
■ Po (y»0R )— ió(y»oR)]

C m o
, L— v -wvk4«.w--/J 1 td"LJ°(y»*oR )Io(y^oR) Jo(yw0R ) i0(YwoR )]iz  \m o  -IN.

operando con formule di ricorrenza delle funzioni di Bessel (5).

(5) Cfr. G. N. WATSON, Theory o f Bessel functions, Cambridge Un. Press. London 1922.



Avvalendosi delle (23) e (24) si è proceduto al calcolo delle <p ; esse 
sono rip o rta te  nella Tabella III .

T a b e l l a  III .

Màrio Como, La funzione di influenza per la piastra lìbera circolare $ I I

9 W R2 p.

n
m 0 1 2 3

0 3 , i 4 i 5 9 3 0,785358 0,237906 0,154560

1 0,650105 0,214165 0,158278 0,128793

2 0,330467 0,123881 0,106800 0,0886538

3 0,219277 0,0917898 0,0795303 0,0707849

P reparato  così Yalgoritm o necessario si è proceduto al calcolo della 
G (P , P ') con il num ero esauriente di term ini corrispondente alla determ ina
zione degli indici m  =  o ; 1 ; 2 ; 3 ; n =  o ; 1 ; 1 ; 3 corrispondente alle T a 
belle I e II.

B
Nella Tabella IV  sono rip o rta ti i valori - ^ -G  (P , P ') per le seguenti 

scelte dei param etri :

- ^  =  o ; 0,25 ; 0 ,50; 0,75 ; 1,0.

0 '=  o ; 0 =  o ;  30° ; 6o° ; 90° ; 120? ; 150° ; 1800.

A p p e n d ic e .

Si applica la form a bilineare (16) per il calcolo della funzione di influenza 
della p iastra  circolare incastrata a l contorno. Le condizioni al contorno

/ G*ZfJ \(w)r=R■= o e (-^ r j R =  °  conducono adequazione  delle frequenze :

, .  L - * ( r R) . i„ _ x(yR)
 ̂ 5; Jn(yR) “  L(yR)

e quindi àgli auto  valori, calcolati dal Kirchoff (Tabella V), tu tti  o (6). 
Le Cnin corrispondenti figurano nella Tabella V I.
Operando come in precedenza sono s ta te  anz itu tto  calcolate le norm e 

integrali cpM n esse sono rip o rta te  in Tabella V II. Si è calcolata così la 
G (P , P ') (Tabella V II) con la stessa scelta dei param etri r ; r  ; 0 ; 0' fa tta  
per la p iastra  libera.

(6) Op. cit. in (3).
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T a b e lla  IV.

G(P,  P') 
R2/B

O 0,25 R o>5 R 0,75 R R

0 =
1

0

0
0,25 R 
0,5 R 
0,75 R 
R

0,0183685
0,0142255
o,o2573494

— o,o2284440
— 0,0110482

0,0160861 
o,o2986347 
o;o3855948 

— o,o273§265

0,0132683
0,0120618
0,0134211

0,0276769
0,0436984

!

0,0870764

0 .=
1

30°

O
0,25 R 
0,5 R 
0,75 R 
R

0,0183685
0,0142255
o,o2573494

— o,o228444o
—  0,0110482

0,0149968
o,o2830976

— 0,03847264
— o,o294i 529

o,o286o28o
o,o249I299
o,023O43i8

0,0122656
0,0191155 0,0426028

0 =
i

6o° *■ 

1

O
I 0,25 R
1 o ,5 R
1 0,75 R 
, R

0,0183685
0,0142255
o,o2573494

— o,o228444o
— 0,0110482

0,0126339 
o,o2518436

— o,o2404997
—  0,0129914

0,0^5740
— o,o2793592
— 0,0155570

---0,0146678
— 0,0233631 —  0,0328407

0 =
1

90° ' 

1

O
1 0,25 R 
1 0,5 |R  
1 0,75 R 

R

0,0183685
0,0142255
o,o2573494

— o,o228444o
—  0,0110482

0,0106015
o,o23i6304

— o,o2535253
—  0,0136323

— o,o2369ii3
— 0,0122426
— 0,0215735

--- 0,0223524
— 0,0344450 — 0,0509292

0 =
1

120°  ' 

!

0
1 0,25 R
1 0,5 R
! 0,75 R 

R

0,0183685
0,0142255
o,o2573494

—  o,o228444o
—  0,0110482

o,o295462i 
o,o23 10587

— 0,0^367461
— 0,0100568

— o,o388854o
— o,o252998i 
+  0,0110090

— o,o27I3623
— o,o293897i — o,o28778i2

0 ——
1

150° ' 

1

0
| 0,25 R 
1 0,5 R 
1 0,75 R 

R

0,0183685 
0,0142255 
o,o2573494 

—  o,o228444o 
-— 0,0110482

o,o29 i 375i
o,o239o878

— 0,03916356
—  o,o252ock>7

o,o235I336
o,o2435027
o,o235526o

0,0117324
0,0204061 0,0362576

0 =
i

180° j

O
I 0,25 R
1 0,5 R 
1 0,75 R 
, R

0,0183685
0,0142255
o,o2573494

— o,o228444o
—  0,0110482

o,o2902525 
o,oz43i922 
0,03360912 

— o,o23oi633

o ,o 2534736
o ,o 2845 io o
o ,o29 7 5 5 5 4

0,0192219
0,0319604 0,0520236



Mario Como, La funzione di influenza per la piastra libera circolare 513

Tabella V.

Ymn R

0 1 2 3

O 3.1961 4,6110 5,9056 7,i433
I 6,3064 7,7993 9,1967 io,537
2 9.4395 10,958 12,402 13,795
3 12,577 14,108 15,579
4 15,716

T a b e l la  V I.

C m ,n

m 0 1 2 3

0 0,0557128 0,0152162 0,0=523458 0 ,0 a20132I

1 — 0,0=253015 — o ,o 36o8i47 — 0,03175310 ---0,0^565009

2 0,03110987 0,0^254845 0,05675364 o ,o 5197689

3 — 0,03483095 — o ,o 5108324 — o ,o 6273207

4 o ,o 6209Ó55

T a b e l la  V II.

9mn/R*

0 1 2 3

O 0,64022 0,21098 0,15667 0,12402

1 0,31850 0,12719 0,10573 0,09034
2 0,21224 0,09091 0,07947 0,07055
3 0,15917 0,07073 0,06363

4 0,12733

34. -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 6.
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T a b e l l a  V il i .

G (P , P') 
R2/B

r O 0,25 R 0,5 R 0,75 R R

1

-  1

0
0,25 R 
0,5' R 
o ,7S R 
R

0,0196317 
0,0152115 
o,o28o43o i  
0,0222Ó0Ó4 

0

0,0171533
0,0108207
o,o2332i 79

0

0,0103390
o,o2396249

0
0, o22Ó7664 

0 0

e =  30° • 
1

0
0,25 R 
0,5 R 
o ,75 R R

0,0196317 
0,0152115 
o,o28o430i 
0,02226064 

0

0,0162220
o,o2997427
o,o2303099

0

o,o2858733 
o,o23 13903 

Q
o,o2183369 

o
0

VIIC
D

0
\ 0,25 R 
i 0,5 R 
| 0,75 R 
1 R

0,0196317 
0,0152115 
o,o28o43oi 
0,02226064 

0

0,0141605
o,o28i 7i 4o
o,o224o827

0

o,o2532902
o,o2i 65884

0
0,02466566

0 0

!
0 =  90° ' 

1

0
\ 0,25 R 
1 o ,5 R 

0,75 R 
R

0,0196317
0,0152115
o,o28o43oi
o,o2226o64

0

0,0122472 
o,o2662599 
o,o2i 87382 

0
o ,°2347i 11 
0,03927020 

0
o ,o3io 2596

0 0

0 =  120°
o

1 0,25 R
f °>5 R 

0,75 R 
I R

0,0196317 
0,0152115 
o,o28o43oi 
o,o2226o64 

0

0,0109988 
o,o2568544 
o,o2156219 

0

o,o2299784
o,o3848o20

0
0,03353684

0 0

1
e =  150°

1

O
\ 0,25 R 
, 0,5 R 

o ,75 R 
! R

0,0196317 
0,0152115 
o,o28o430i 
o,o22 26064 

0

0,0102671
o,o2509225
o,o2i 385i i

0

o,o225o879
o,o367347o

0
0,03216679

O 0

1
e =  1800

1

1 0,25 R 
; 0,5 R
! s 7 S R
1

0,0196317
0,0152115
o,o28o430i
o ,o2226o64

0

0,0100007
o,o248507i
o ,o2i 3I7I3

0

o,o2214178 
0,02502835 

0
-- 0,04I I2I70

0 0


