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Meccanica. — Ancora sulla stabilità asintotica delle deflezioni 
di una trave viscoelastica. N o ta 0  di J. N. D i s t é f a n o , presentata 
dal Socio G. C o l o n n e t t i .

In  una N ota  precedente [i] abbiam o enunciato la condizione necessaria 
e sufficiente di stab ilità  asin totica delle deformazioni laterali di una trave 
viscoelastica caricata  di pun ta .

L ’analisi è s ta ta  condotta  conservando tu t ta  la generalità  della funzione 
di ffiiage /  nel caso dell’ered itarie tà  invariabile nel senso di V olterra, cioè 
quando le proprie tà  viscose del m ateriale dipendono solo dalla differenza 
t  —  t . A llora abbiam o d e tto  che la s tab ilità  asin totica delle deflezioni si 
raggiunge se, e solo se, il carico di p u n ta  P -  non im porta come la trave 
sia sollecitata la teralm ente — si m antiene al di so tto  di P^/1 -f- Ey, dove P^ è 
il carico critico nel senso dell’instab ilità  elastica classica e y è l’asin to ta  del 
fluage specifico. Questo risu lta to  è sta to  d im ostrato  valido per condizioni di 
incastro arb itra rie  della trave nelle sue estrem ità, e qualunque sia la varia­
zione del m om ento d ’inerzia lungo l ’asse della trave.

Q uesta conclusione è s ta ta  rin forzata  e generalizzata poco tem po dopo 
in un successivo lavoro [2] nel quale si dim ostra che la s tab ilità  asin totica 
di un corpo viscoelastico isotropo, non necessariam ente omogeneo, nel caso 
dell’ered itarie tà  invariabile, si raggiunge se la sollecitazione del corpo (sistem a 
di forze esterne o di m assa e s ta ti di coazione) è m inore della sollecitazione 
critica nel senso dell’instab ilità  elastica classica, corrispondente allo stesso 
corpo, m a considerato solam ente elastico e caratterizzato  dalle costanti 
elastiche

E* == E
1 +  Ey

V* =  V I +  Ey2 
1 +  EyT

dove y t e y2 sono i valori asintotici del fluage specifico longitudinale e trasver­
sale. Q uesta condizione generale si riduce ovviam ente alla precedente in quanto  
sì considera il caso della trave omogenea.

In  ciò che si riferisce ai m ateriali che hanno invecchiam ento, il p ro­
blem a è s ta to  risolto solo per certe funzioni di fluage di tipo particolare. 
In fa tti, in altri due lavori [3], [4] abbiam o dim ostrato  che quando il fluage 
è del tipo proposto dall’A routiounian [5] per i calcestruzzi, la condizione 
di s tab ilità  asin to tica delle deflezioni laterali di una trave è che il carico di 
p u n ta  si m antenga al di so tto  di P i/i +  Ey0 dove yG è l’asin to ta  del fluage 
specifico del m ateriale invecchiato. Simili conclusioni sono s ta te  o ttenu te  
da O stlund  [6] considerando altre  leggi proposte per il fluage dei calcestruzzi.

A llora si presen ta na tu ra le  dom andarsi se la condizione di stab ilità

(*) Pervenuta all’Accademia il 13 settembre 1963.
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asintotica già. esposta non sia valida qualsiasi sia il tipo di fluage purché 
lineare ed asintotico. Ed è precisam ente questo il punto  che si vuole dim ostrare 
in questa Nota.

A bbiam o visto [1] e [3] che lo studio della s tab ilità  asin totica delle defle- 
zioni di una trave viscoelastica si riduce allo studio della s tab ilità  asin totica 
della funzione b (t) che soddisfa la seguente equazione integrale di seconda 
specie di V olterra

( 0

dove

(2)

b(t)  —  X / b ( t )  • / ( t , t )  d'z

P E

P^— P

f  ( t , t )  è la funzione di fluage che è legata al fluage specifico eG ( t , r) a mezzo 
d i / ( ^ ,  t )  =  — - ^ i 0 ( / ,  t ) ,  e g ( P , t , T 0) è una funzione continua, positiva e 
superiorm ente lim ita ta  negl’intervalli

( ^ o <  * C
I O <  P <  P ,

Consideriam o ora che la funzione fluage specifico s0 ( t , t )  sia r is tre tta  
solo dalla condizione di essere continua e m onotonam ente crescente rispetto  
di t  e m onotonam ente dicrescente rispetto  di t .  Per definizione di fluage 
specifico sarà pure nulla per t t .  Inoltre consideriamo sG ( t\  t )  asintotica 
per t  y t  >■ 00 . In  particolare chiam erem o con y0 il valore asintotico della 
funzione ( t , t )  definito da

(4 ) To =  lim £0 (00 , t )  .

Si riconosce subito che ya è il valore assunto dal fluage specifico per un 
m ateria le  m olto invecchiato.

Dopo queste premesse vogliamo dim ostrare che se

P*.(S) P <
1 +  ETo

o ciò che è lo stesso tenendo conto della (2), se

(6) XyG <  1

la funzione b (t) sarà lim ita ta  superiorm ente in tu tto  intervallo  finito o in ­
finito.

In fa tti, in tegrando per p arti l ’equazione (1) e tenendo conto che 
éQ (t , t )  =  o si può anche scrivere l’equazione (1) nella form a della seguente 
equazione integrale di prim a specie di V olterra

t

j f  [I —  H  (V,t)] b’ (d)d^ =  h ( P , * , t 0)(7 )
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dove

(8) h (R, t , T0)  =  g  (P , /  , To) -f  \b  (T o) £0 it , To)

che sarà pure una funzione continua, positiva e superiorm ente lim ita ta  negli 
intervalli (3).

Tenendo conto delle condizioni di continuità e convergenza asintotica 
im poste alla funzione positiva ( t , t) , non è difficile provare che ad ogni 
is tan te  t =  T  possiamo fare corrispondere una grandezza a (T) positiva tale 
che per i valori di t , t  compressi nell’intervallo T <  t < / < o o  si verifichi

(9) £0 ( t , t )  <  y0 +  a (T) ; T  <  t  <  t <  00

e tale che lim a (T) =  o. '
T ->  00

Se XyQ <C 1, si può allora fissare convenientem ente T  in m aniera che si 
verifichi X [yQ +  oc (T)] <  1. Con ciò la disuguaglianza (9) si può trasfor­
m are in

(10) 1— X£0 (/ , t )  >  i —  X [y0 +  a (T)} >  o ; T  <  t  <  t <  00 . . .

O ra l ’equazione (7) si può anche scrivere
1 t

h (P , t , t 0) —  j  [1 —  X¥0 (V, t ) ]  b' { i)d i  =  j  [1 —  XS0 ( / ,  t ) ]  b' ( t )  d i

che in combinazione con la disuguaglianza (io)
1

b ( P , t , i 0) - J [ i —  xg0 ( t , T )] b' (T ) d i > [ i — A (To +  a)] [b (/) — b (T)]

e tenendo conto della (7) si esprime

( i o b(J) <L X(P, / ,T0) — / U P , T , t0) 
I —X [Yo +  a ( (')] - M O ) -

Vogliamo adesso dim ostrare che la funzione b (t) in un intervallo  finito 
t 0 <  / <  T  è superiorm ente lim itata. Ed infatti, m aggiorando progressiva­
m ente i successivi nuclei ite ra ti dell’equazione integrale (1) non è difficile 
calcolare la seguente m aggiorante della funzione bi t)

T
( 13) b ( t ) < g ( P , t , i 0) +  o) j  g  (P j T j Tc) di

T0
dove N è un confine superiore d i / ( / ,  t ) .

Ora, la disuguaglianza (io) d iventa per / - ^ o o

b (00) <C h (P, 00 , t 0 ) — h (P,T, t 0 ) 

1 X [yG a (f)] +  V T ) .

Considerando che la funzione k (P , / , t 0)  è  superiorm ente lim ita ta  negli 
intervalli (3), che b (T) am m ette il m aggiorante finito (12) e che da (io) si
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tiene 1 —  A [yQ -f  oc (T)] <  o, allora sarà b (00) finita, che è ciò che volevamo 
dim ostrare.

Con lo scopo di com pletare il criterio di s tab ilità  asintotica, vogliamo di­
m ostrare adesso che la condizione (6) è anche condizione di stab ilità  della 
velocità di crescim ento delle deflezioni laterali della trave. Dalle nostre N ote 
precedenti [1] e [3] è facile inferire che tale stab ilità  viene condizionata alla 
stab ilità  della funzione derivata  b' (t).

Lo studio di questa funzione b' (t) sarà fa tto  usando un risu ltato  o tten u to  
da P itt  [7] nello studio di certi problem i « Tauberiani » con nuclei non perfetti. 
Per via di concisione riporterem o solam ente i resu ltati o ttenu ti.

In fa tti, consideriamo l ’equazione integrale di prim a specie di V olter­
ra  (7). Com ’è già noto l ’integrale è lim ita ta  negl’intervalli (3) e più pre­
cisam ente tende al valore finito h (P , 00 , t g)  con t  =  00. O ra il teorem a 
di P itt  ci perm ette  di afferm are che se posta una funzione k (t —  v) tale di 
approssim are alla funzione £0 ( t , t )  ; o <  t g <  t  <  t  <  00, nel senso di 
essere

00

(13) j  \ é0 (t , t  —  T) —  k (?) \ er~m d t  =  o ; a >  o
r0

e se
00

(14) j ^ , I [ l - A /è(T)]a'T ± o  ; s >  O
To

allora b' (t) sarà lim ita ta  superiorm ente in tu tto  intervallo finito o infinito.
Ora, se scegliamo k (t) la funzione fluage specifico del m ateriale supposto 

infinitam ente invecchiato, cioè k (t) sarà una funzione continua, nulla nell’ori- 
gine, m onptonàm ente crescente e tendente in forma asintotica verso il valore 
To'per t - ^  00, è facile d im ostrare che -  scelta g opportunam ente -  la condi­
zione (13) rim arrà identicam ente verificata.

In  quanto  alla condizione (14), d ’accordo con la definizione precedente 
della funzione k (t) si avrà o <C k (f) <  yQ e conseguentem ente tenendo conto 
della condizione (6) si tiene \ k  (/) << 1 ciò che implica che la condizione (14) 
rim arrà sem pre soddisfatta.

D a quanto  precede si riconoscono subito che la condizione di s tab ilità  
asin totica }of0<̂  1 o ciò che è lo stesso P < P / i + E y 0 assume nel presente lavoro 
una generalità maggiore di quanto  ne aveva nei precedenti, Ed in fatti, le 
restrizioni im poste alla funzione fluage specifico (fluage invariabile nel senso 
di V olterra, o dipendenza del fluage con l’età a mezzo di funzioni particolari) 
sono sta te  levate, restando il fluage soggetto solo alla condizione di essere 
asintotico, condizione questa senza la quale ovviam ente nessun corpo avrebbe 
possibilità di stabilizzazione asintotica.
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