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Geometria. —■ Un applicazione delle Geometrie di Galois a questioni 
di Statistica r). N ota di G i u s e p p e  T a l l i n i , presen ta ta  r )  dal Socio 
B. S e g r e .

Sia Y* un campo di Galois d ’ordine q ( g ~ P h>P primo), [7] chap. 12. 
Denoterem o con Mqr’® (k >  r  , r  >  3) una m atrice di tipo r X k , ad elem enti 
in Y£, avente diversi da zero tu tti  i determ inanti d ’ordine r  ed r  —  1 da essa 
estraibili. Proverem o nel n. 1 (Prop. II) che, se q >  3 , siffatte m atrici esi­
stono (per particolari valori di k), non esistono se q — 2 . Supporrem o perciò 
in seguito, salvo contrario avviso, q >  3 . D a ta  la finitezza di yq , l’insieme 
degli in teri k per ciascuno dei quali esista una m atrice M (q’k\  am m ette un 
massimo, che denoterem o con mTf9 .

In  alcune questioni di statistica , riguardan ti gli esperim enti fattoriali 
(cfr. per esempio [ 1 ]), ha interesse determ inare la funzione mr>q. A tale p ro­
blema, posto da K. Sarkadi, è s ta ta  d a ta  una risposta parziale da A. Lee in [2] 
provando che risu lta  mq- ljq <Cq.

Nel presente lavoro risponderem o com pletam ente alla questione nei 
casi seguenti : per q —  1 (cfr. (2) n. 1, che contiene, per r =  q —  1, il 
risu lta to  cita to  di A. Lee), per r =  3 e q qualsiasi (cfr. Prop. I l i ,  n. 2) e nel 
caso in cui sia r >  3 e q, dispari, g rande rispetto  ad r  (cfr. Prop. V I, n. 3). 
Stabilirem o inoltre delle lim itazioni per mrìq, qualunque sia r  e q (cfr. Prop. V, 
n. 3) e determ inerem o tu tte  le possibili m atrici per q dispari
grande rispetto  ad r  (cfr. Prop. IV  n. 2, Prop. V II n. 3).

Nello stabilire quanto  esposto, faremo uso di argom entazioni geom e­
triche, poggianti sulla nozione di £ -arco  e su risu lta ti ad essi relativi o ttenu ti 
da B. Sogre e dalla sua scuola.

1. Denoterem o con Sr- x,q (r >  3) uno spazio lineare ( r —  1 )-dim ensionale 
costruito su % ( q > 2 ) ,  [7] chap. 17. In Sr_ I)? definiscesi /L-arco [4], un 
insieme di k ( >  r) pu n ti ad r  ad r  indipendenti. Diremo che ad un k—arco è 
associabile un r-simplesso, S, se, aggregando singolarm ente ciascun vertice 
di § al i-a rc o , si o ttiene un (k +  i)-a rco .

Se ad .un /G-arco è associabile 1’r-sim plesso fondam entale O ; (1 , o o ) , 
O2 (° > 1 u * *, o) u • *, O, (o , o , • • •, 1), la m atrice di tipo r  X k , che ha per 
colonne le coordinate dei p un ti del /é-arco (presi con un dato  ordine e in cia­
scuno dei quali è fissato il fa tto re  di proporzionalità insito nelle coordinate), 
ha evidentem ente diversi da zero tu tti  i determ inanti d ’ordine r  e d ’ordine 
r — 1, e cioè è una m atrice M (q,k). Viceversa, d ata  una m atrice M (q ,k), i

(*) Lavoro eseguito nelPam bito del gruppo di ricerca n. 17 del C om itato per la 
M atem atica del C .N.R.

(*f) Nella seduta del 14 dicembre 1963.
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punti di Sr- Jtff che hanno come coordinate le colonne di M j ^  costituiscono 
m anifestam ente un /è-arco a cui è associabile IV—simplesso fondam entale. 
Si ha dunque che :

PROP. I. -  Ogni k-arco di Sr- X,q cc cui sia associabile un r-simplesso, 
determina una matrice M^ :,k) (0 una ad essa equivalente (I)) : quella che ha per 
colonne le coordinate dei punti del k—arco (presi con un dato ordine e in ciascuno 
dei quali sia fissato il fattore di proporzionalità insito nelle coordinate), in uno 
dei riferimenti che ha come r—simples so fondamentale Vr—simplesso associabile. 
Viceversa, una matrice M^T’̂  determina in Sr- X,q un k—arco a cui è associabile 
Vr—simples so fondamentale.

Ci proponiam o di m ostrare che :
PROP. II. — Non esistono matrici M f ,r\  se q =  2 ; ne esistono, se <7 >  3 .
Supposta esistente una m atrice M (2r,r\  essa determ inerebbe in Sr_ Ij2 

un r-a rco  § x, a cui sarebbe associabile un r-sim plesso, §2 (cfr. Prop. I). In 
uno dei riferim enti di Sr_ I>2 che ha come vertici del simplesso fondam entale 
i pun ti di Sx, i vertici di §2 avrebbero evidentem ente coordinate tu tte  diverse 
da zero, e ciò è assurdo in quanto  è unico il punto  di Sr_ x,2 avente coordinate 
tu tte  diverse da zero.

Supponiam o <7 >  3 e sia a un elemento di yq, con a =|= 0 , 1 .  In  Sr_ Ij(7 si 
considerino gli r  punti U x (1 .,1 , • • •, 1) , U 2 (1 , a , 1 , • • •, 1) , • • • ,U r (1 , 1 , • • •, a) . 
Essi sono indipendenti, il determ inante delle loro coordinate valendo, come 
si prova facilm ente, (a — i)r“ I --Lo,  e quindi costituiscono un r-sim plesso, 
§2, di Sr_ X)<7. Se si aggrega il punto  U v dell’arco, Sx, costituito  dai vertici 
dellV-simplesso fondam entale, si ottiene evidentem ente un (r +  1)—arco. L V - 
simplesso S2 è quindi associabile all’arco 8X, dunque quest’ultim o determ ina 
una m atrice (cfr. Prop. I).

Supporrem o in seguito sempre <7 >  3. D alla Prop. II, testé d im ostrata  
si ha:'

( 0 mr,

Stabilirem o ora che :

c o mr,q =  r , se q —  1 <  r

(3) nir,q > r  +  1 , se r  < q —  1

Le (2) e (3) saranno provate (anche in forza della (1)), se dim ostriam o che 
non esistono m atrici se q —  i <  r, e che ne esistono, se r <g q —  1 .

Supposta esistente una m atrice con q — 1 <C r, essa determ ina
in Sr-i,q un (r  +  i)-a rco , &, cui è associabile un  r-sim plesso, § (cfr. Prop. I). 
Scelto in Sr- t,q il punto  unitario  e i vertici del simplesso fondam entale coinci­
denti con i pun ti di &; i vertici di 8, in tale riferim ento, dovranno avere coor­
d inate tu tte  diverse da zero e tra  loro (se in fa tti un  vertice, V, di 8 avesse

(1) Diremo equivalenti due m atrici di tipo r Xk,  ad elementi in un qualsiasi campo, 
se l ’una si ottiene dall’a ltra  m oltiplicando ciascuna linea (riga o colonna) per un fattore 
di proporzionalità non nullo e scam biando tra  loro le righe, o le colonne.
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la coordinata jè-esima nulla, o le coordinate s—m a e t—m a (con s -j- t) uguali, 
esso dovrebbe appartenere all’iperpiano x/== o, oppure all’iperpiano x s =  x t 
m a tali iperpiani contengono r  pun ti d i’<91 e quindi, in ogni caso, aggregando V 
ad <91 non si avrebbe un (r -f- 2)-arco, cioè S non sarebbe associabile ad 61).

D ’altra  parte  in Sr_ I>y (x1 , ;r2 , • • •, xr) un punto  avente le coordinate 
tu tte  diverse da zero e tra  loro, se q — 1 , m anifestam ente non esiste; 
se r =  q —  1 ha per coordinate una perm utazione degli elem enti non nulli 
del campo yq, e quindi soddisfa all’equazione x x x 2 -j- • • • -j- x r =  o (è noto 
in fatti, [7] p. 70, che la somma degli elem enti di un campo finito è nulla). 
Dunque, in ogni caso, per r  >  q —  1 , non esistono r  pun ti indipendenti (cioè 
costituen ti un r-sim ple^so) aventi coordinate tu tte  diverse tra  loro e da zero. 
Se ne deduce che ad 61 non è associabile nessun r-sim plesso, e ciò è contro 
il supposto. Ne segue la (2) anche in forza della (1).

Supponiam o r  <6 q —  1. Siano a , ax, • • •, ar , r  +  1 elem enti di yq diversi tra  
loro e dallo zero (certo esistenti, essendo r  +  1 <C q — 1). In  Sr~1}q si considerino 
gli r  punti A  ; (az , a2 , • • •, ar) , A 2 (a1 , a , a3 , • • ai) , • • •, A r (qx , a2 , • • •, ar- x , a). 
Essi sono indipendenti, il determ inante delle loro coordinate valendo, come 
si p rova facilm ente, az (<a —  a2) • • • (a '■— ai) =|= o , e quindi costituiscono un 
r-sim plesso 8. Se si aggrega il punto  all’ (r +  i)~arco ’ 61, costitu ito  
dai vertici dell’ r-sim plesso fondam entale e dal punto  unitario , si o ttiene 
un (r +  2)-arco (in fa tti il punto  A - ( i =  1 , 2 , • • •, r ) , avendo diverse -da 
zero e tra  loro tu tte  le coordinate, non appartiene a nessuno degli iperpiani 
Xj == o e xs =  xt ,  ̂ -1= t , cioè a nessuno degli iperpiani che congiungono r  —  1 
punti, presi com unque, di 6L). Q uindi lV-simplesso S è associabile all’ (r +  1)- 
arco 61. D unque 61 determ ina una m atrice M^r,r+l) (cfr. Prop. I), onde la (3).

Nello studio della funzione mr}q, in forza della (2), potrem o supporre in 
seguito q"> r-\-  2 .

2. Ci proponiam o in questo num ero di determ inare la funzione m 3ìqt 
per q >  5 , e tu tte  le m atrici per q dispari >  n o .

Siapo © una conica {2) non degenere di S2>q e A , , A 2 , A 3 tre  suoi punti. 
I q —  2 pun ti di ©, diversi da A , , A 2 , A 3, costituiscono un (q —  2)-arco, 
cui evidentem ente è associabile il triangolo A x , A 2 , A 3. Tale (q — 2)-arco 
determ ina allora una m atrice M (/ ,!?-2) (cfr. Prop. I n. 1); onde è m 3>q > q  —  2 . 
Se q è pari, aggregando ai q —  2 pun ti di © diversi da A z , A 2 , A 3 il nucleo <2> 
di ©, si ottiene un (q — i)-a rco  cui è associabile il triangolo A r A 2 A 3, e quindi 
una m atrice M ^ -l) ; onde è m 3,q >  q —  1 . Si ha allora (anche in forza della
(3) del n. 1), che :

(4) q — l < ,  m 3>q (q pari, q >  4 ),

(4O M ax (4 , q —  2) <C m3,q (q dispari, <? >  5).

(2) È noto 'che in un S 2,g i pun ti di una conica non degenere costituiscono un {q -f- i ) -  
arco, e che, se q è pari, le tangenti alla conica passano tu tte  per un punto, detto  nucleo 
della conica; talché, aggregando tale punto a quelli della conica, si ottiene un {q -f- 2)- 
arco, [7] p. 266, [5], p. 100.

32. -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 6.
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D im ostriam o ora la :
PROP. III .  -  Se q è pari, risulta:

(s) =  ? — 1 (3 >  4) ;
se q è dispari, risulta:

(6) w 3>5 =  4 ; m3l1 =  q —  2 {q ^  7).

Cominciamo a provare che non esistono m atrici qualunque sia
<1 >  5 •

Supposta esistente una essa determ ina in S2j? un  <?•—arco, il, cui è
associabile un triangolo A z A 2 A 3 (cfr. Prop. I). Aggregando dunque al ^-arco  
il punto  Ai (i = 1 , 2 , 3 )  si o ttiene un (q +  i)-arco , (?,•. D ’altra  parte , se 
q è dispari, ogni (q +  i)-a rco  di S2>? è dato  dai pun ti di una conica, [7] n. 74; 
dunque i (q +  i)-a rch i 0 j , 0 2 , 0 3 determ inano tre coniche, le quali, avendo 
q >  5 pun ti in comune, debbono coincidere. Ne segue che A x , A 2 , A 3 coin­
cidono, e ciò è assurdo. Se q (>■ 4) è pari, ogni ^-arco  ed ogni {q +  1)- 
arco di S2̂  è contenuto in uno ed un sol (<7 +  2)-arco (cfr. [7] n. 181, teor. 5, 
ove si ponga t — 1 , 2; [8]). Quindi i tre (q +  i)-a rch i A ,  avendo il ^ -arco  
& in comune, debbono essere contenuti nel (<q +  2)-arco, 0, determ inato  
da fi. Ne segue che dei tre  pun ti A x , A 2yA 3, due coincidono, e ciò è 
assurdo.

D alla non esistenza di m atrici M^3’̂  (q >  5) > ora provata , segue m 3,q <  q , 
e quindi (in forza della (4)) la (5), e (in forza della (4')) la prim a delle (6). 
R esta da provare la seconda delle (6) ; all’uopo basta  dim ostrare che non esi­
stono m atrici per q dispari e >  7. Supposta esistente una tale m atrice,
ad essa corrisponde in S2̂  un  (q —  i)-arco , &, cui è associabile un triangolo 
A x A 2 A 3. Sia d* (z =  1 , 2 , 3) il 7~arco che si ottiene aggregando A* ad d . 
È  noto che ogni ^-arco , se q è dispari e > 5 ,  è contenuto in una ed una sola 
conica, [7] n. 175. Sia Ai quella che contiene d*. Le coniche ©I , d 2 , 0 3, 
avendo q —  1 >  6 pun ti in comune, coincidono in una conica d. L a 0  deve 
dùnque contenere i q — 1 p un ti di d  ed i tre pun ti A : , A 2 , A 3, e cioè q -f- 2 
pun ti d istin ti ; m a ciò è assurdo (i p un ti di una conica essendo in num ero di 
q -f- 1). R im ane così p ienam ente p rova ta  la Prop. III .

D im ostriam o ora la :
PROP. IV . -  Se, q è dispari e >  n o ,  ogni (q —  2)-arco d  di S 2,  ̂ cui sia 

associabile un triangolo A t A 2A 3, è dato dai punti, diversi da A x , A 2 , A 3, 
di dima conica (non degenere) passante per A x , A 2 , A 3.

Sia d y i l  (1q — i)-a rco  che si ottiene aggregando il punto  A r al dato  
,(q —  2)-arco, d . È  noto che ogni (q —  i)-a rco  di S2ĵ , se q è dispari e > 1 1 0 , 
è contenuto  in una ed una sola conica (cfr. [7] n. 181, teor. 6, ove si ponga t  =  3). 
Sia A  quella che contiene d , . Le coniche , d 2 , d 3, avendo q —  2 ( >  108) 
p un ti in  comune, coincidono in una conica 0. L a 0  è dunque costitu ita  dai 
q —  2 p un ti di d  e dai pun ti A x , A 2 , A 3. Onde l’asserto.

In  forza della Prop. I del n. 1, e della Prop. IV, ora d im ostrata, si è in 
grado di costruire una qualsiasi m atrice M^3^~ 2), per q dispari e > 1 1 0 .
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3. Ci proponiam o in questo num ero di studiare la funzione mr<g, per
4 ,  q > r ~ \ -  2.
Cominciamo a dim ostrare la :
PROP. V. — Se- q è pari , risulta:

(7) M ax (r +  I , q —  r  +  1) <  mr,q < q  +  r  —-2 (r >  4 , ^ >  r  +  2) ;

se q è dispari, risulta :

(8) M ax (r +  1 , q —  r  +  1) <  mTtq < q  +  r  —  5 (r  >  4 , ^ >  r  +  2) .

In  Sr_ Ij^ ( r > 4 )  una curva razionale norm ale è d a ta  da un  insieme di 
q 1 punti, costituenti un  { q i)-a rco , [4]. F issati r  pun ti su essa, i 
q —  r - j -  1 pun ti rim anenti form ano evidentem ente un (q —  r  +  i)-a rco  cui 
è associabile lV-simplesso che ha per vertici gli r  pun ti fissati. D unque esi­
stono m atrici N\%’9~r+x) (cfr. Prop. I), onde mrìq> q —  r  +  1. R im angono 
così provate, anche in forza della (3) del n. 1, le limitazioni inferiori che figu­
rano nelle (7) e (8). D a ta  una m atrice M (q,mr’q) (r >  4 , q >  r  +  2) , essa 
determ ina in un (qnr,q)^arco cui è associabile un r-sim plesso (cfr. Prop. I,
n. Oi aggregando dunque a lT (^r^)-arco  un vertice dellV-simplesso, si ottiene 
un (mr,q +  i)-a rco . D ’a ltra  p a rte  è noto che [6] n. 18, [4] n. 20, per ogni /è-arco 
di Sr- I)q risu lta  k <C q +  r — 1 , se q è pari; k <  q +  r  —  4 , se q è dispari e 
q*> r>  5. D unque dovrà essere mr}q<Lq -\~r —  2, se q è pari; mr,g< q  r — 5, 
se q è dispari e q^> r  >  5. R isultano così p rovate la (7) in ogni caso, e la
(8) , per r  >  5. R esta  so ltan to  da dim ostrare che è m ^q < iq —  1, per q >  6 , 
e cioè che non esistono m atrici M^4’̂ , per q >  6 . Supposta esistente una tale 
m atrice, ad essa corrisponde in S3>q un  ^-arco  &, cui è associabile un 4-sim - 
plesso A x A 2 A 3 A4. Sia <2* (z =  1 , 2 , 3) il (q +  i)-a rco  che si o ttiene aggre­
gando A* ad 61.

E noto che, se <7 è dispari, ogni (.q +  i)-a rco  di S3,̂  è dato  dai p u n ti di 
una cubica gobba [4] ; dunque i (q +  i)-a rch i @4 (i — 1 , 2 , 3 , 4 )  determ inano 
q u a ttro  cubiche gobbe, le quali, avendo q >  6 pun ti in comune, coincidono; 
ne consegue che A z , A 2 , A 3 , A4 coincidono, e ciò è assurdo, onde l’asserto. 

D im ostriam o ora la :
P ro p . V I. — Se q è dispari e

(9) ^  64 ( r  —  2)* -|- 2 ( r — 2) — 37, 

risulta:

(10) tnr,q =  q —  r - f - i .

Possiamo jsupporre r  2> 4 , perché per r  =  3 la precedente proposizione è 
contenuta nella Prop. I l i ,  del n. 2. Poiché, per la (9), è q —  r  1 >  r  +  1 , 
dalla (8) si ha mrìq'> q —  r  +  1 . Per dim ostrare la Prop. V I basta  dunque 
provare che, se vale la (9), non esistono m atrici M q,<7~r+2\
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Supposto esistente una tale m atrice, siano <91 il (q — r  +  2)~arco che ad 
essa corrisponde in Sr_ I>(jr, ed A x A 2 • • -Ar lV-simplesso associabile ad &, 
talché, aggregando ad <91 il punto  A,- si ottiene un (q —  r  -f- 3)~arco, 

( i  =  I
Fissati r  —  2 pun ti su <9h (certo esistenti in virtù  della (9)), scegliamo ad 

arb itrio  tra  essi r ■— 3 punti; e sia Sr_ 4 lo spazio che li congiunge. P ro iettando  
d a ir  S^_4 il ( q—-r  -f- 3)-arco <91,- su di un  piano, sghembo con l’Sr_ 4, si ottiene 
-  come è facile provare -  un (q —  2 r  +  6)-arco di tale piano. M a u n i- a r c o ,  
con k — q —  2 r 6 =  q —  2 ( r —  2) -f- 2, di un S2>(7, con q dispari e soddi­
sfacente alla (9), è sem pre contenuto in una (e una sola) conica (cfr. [7], n. 181, 
teor. 6, ove ivi si ponga t =  2 ( r — 2)). Il suddetto  (q —  2 r  +  6)-arco è 
quindi contenuto in una conica e quindi il cono che p ro ie tta  dall’Sr_ 4 l’arco <9h 
è un  cono quadrico. In  corrispondenza alle varie possibili scelte di r  —  3 
fra gli r  —  2 pun ti fissati su <91/, si ottengono r  —  2 coni quadrici. Questi si 
segano lungo l’Sr- 3 congiungente gli r — 2 punti fissati e secondo una curva 
razionale norm ale, 0 /, contenente ciascuno degli r  —  2 pun ti fissati (cfr. [4] 
n. 4, e si ponga ivi r —  1 al posto di r). D unque il (q —  r  +  3)-arco &/ è con­
tenu to  nella

Le r  curve razionali norm ali (9/ ( / =  1 , 2 , • • •, r) contengono <91 
e cioè hanno q —  r  +  2 >  r  +  2 pun ti in comune ; epse quindi coin­
cidono (cfr. [4] n. 4 e si ponga ivi r — 1 al posto di r) con una curva 
razionale norm ale, ©. La <S contiene dunque i q — r  +  2 pun ti di <9L e 
gli r  pun ti A x , • • - , A r, cioè q +  2 punti d istinti. M a ciò è assurdo (i pun ti 
di una curva razionale norm ale essendo in tu tto  q -f- 1). L ’assurdo prova 
l’asserto.

D im ostriam o infine la :
P ro p . VI I .  -  Se q è dispari, e

(11) q >  16 (2 r  —  3)2 +  (2 r —  3) —  37 ,

ogni (q —  r  +  1 )-arco <91 di Sr- i ,q cui sia associabile un r-simplesso A x A 2 • • - A  
è dato dai pun ti , diversi da A z , A 2 ,• • - , A r, di una curva razionale normale 
passante per A z , A 2 , • • •, A r .

Sia <91/ il (q —  r  +  2)-arco che si ottiene aggregando il punto  A / al dato  
(q +  r — i)-a rco .

Con argom entazione analoga a quella svolta nel quin tu ltim o capoverso, 
si prova che, in v irtù  della (11), <91/ è contenuto in una curva razionale nor­
m ale &i •

Le r  curve ©, - ( / =  1 , 2 , • • •, r) contengono <9i e cioè hanno q — r  +  1 >  
> >  +  2 pun ti in comune, esse quindi coincidono (cfr. [4], n. 4) con una curva 
razionale norm ale 0, la quale è dunque costitu ita  dai pun ti A , , A 2 , • • •, A r 
e dai p u n ti del (q — r +  i)-a rco  <91. Ne consegue l’asserto.

In  forza della Prop. I del n. 1 e della Prop. VI I ,  ora d im ostrata , si è in 
grado di costruire una qualsiasi m atrice M ^ “ r+l), per q dispari e soddisfa­
cente alla (11).
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