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T eorie dei num eri. — Sur Virrationalité du nombre 2e. Nota 
di A lex a n d r e  F roda , p resen ta ta0  dal Socio B. S egre .

D ans cette N ote on s ’est proposé de prouver (I) P irrationalité de 2e 
à l’aide du critère pararne tri que C x de [ i ] .

Soit, par défìnition,

s  == {1 , 2 , r  , r  +  1 }

la suite croissante des nombre^ naturels.
E n  désignant la base des logarithm es naturels par

00

e 2 '7 f  > (*** € S),
s =:= o

on définit

( 0  0L =  2e~ 1.

E n vue d ’appliquer à ce nom bre oc le critère C x, on pose
r

(2) Vr =  2E" . xr = \  , sr =  2  TT > (r> s e S )
s — I S  •

et, en conservant les no tations de [1],

(3) a-r =  ~  lim ar =  a, (Ve S).
r  r  ~  00

O n choisit une suite de param ètres qr , définis pour to u t r  sous la forme

(4)
2 r

9 r =  —  '.

E n vertu  de -(2)—(4), on pourra écrire

(5) yr_ __ x r
qr y qr

(r * s).

(r e s).

Le critère C x d ’irra tionalité  est constitué en [i] par la paire des condi
tions A x , B x, rappelees plus loin e t qui — satisfaites à la fois — im pliquent 
T irrationalité de oc, lim ite de la suite croissante des ocr (3), comme il a été 
prouyé dans le trava il précédent [1] (2).

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1963.
(1) L ’irrationalité  de 2e est explicitem ent présumée en [2], § 4.2, mais la décisiòn à ce 

sujet est considerée, faute d ’une dém onstration valide, comme une question encore ouverte.
(2) 0 n  voit aisém ent que les conditions générales (4), (6) de [1], qui y sont exi

l e s  p o u r1 la validité de Cx, sont remplies dans le cas présent. En effet, pour r  -> 00, on 
déduit de (4), qu ’on a qr o en décroissant et compie en (2) on a x r =  1, le rapport
x r
Qr

00 en croissant, tandis qu ’on eh tire aussi 1
qr

■*r + 1
=  E ( r€ S ) ,<
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On a supposé en [i] que les nom bres oq, dont la suite définit a, sont 
rationnels. Or, cette condition supplém entaire est superflue (3), comme il 
résulte de la dém onstration m èm e du critère C x, donnée en [ i ] .

On va utiliser, dans ce qui suit, le critère C x, au sens étendu, im pliqué 
par la précédente rem arque e t q u ’on exprim e par la paire des conditions : 

A x : òn a, pour to u t (assez grand), l’inégalité stric te

(6)  f r + z - A  +  T f r  y r + ^ P r + ^ r  + i ^  £  g )

^  + I— A + I*r ^ + 2—A+a^  + i. V '

où Ton a posé, par définition,

ftr + i
Qr +1

qr (.r * S );

B x : pour une suite infime et croissante S t d ’indices r  — ry , on a les 
inégalités :

(7) 5% > 5Vhl , y]rv > r irv + i , ( r y  < T y + I  , V 6 S),

où Ton a posé, par définition,

(8) \r =  i —- F  — , . ( r e S ) .yr qr

On peut aussi rendre C x sous la forme, plus commode, des quatres condi
tions sim ultanées qui suivent et dont la paire A ,. 'i°  , A x.2° im pliqué A x (5), 
tandis que la paire B x. i° , B x.2° équivaut à B2. V oid  leur énoncé:

Condition A x. i ° : On a, pour to u t r  >  rQ, où rQ est assez grand, conve- 
nable, les inégalités (au sens large)

(9)
A-f i yr A+2 -̂ r + i
Qr -f-1 ^  ~ Qr +  2 £V +  i

(r e S).

stric t) 

(io)

Condition h x.2° : On a aussi, pour tou t r  >  rOJ les inégalités (au sens

o < r +1 r■̂ r r + i
+ i

( r e S ) .

Condition B x. i° : - Pour chaqùe indice r  — rv, d ’une suite infime et 
croissante, convenable S x. C S, on a l’inégalité (au sens large)

( u ) 7)rv > T lrv+i (v e S  , r y< r y+I).

Condition B x • 2° : On a aussi, pour la m ème suite S x d ’indices r  =  rv 
de la condition précédente, l’inégalité (au sens large)

( I2) %rv > l r v+l (v e S  , r y< r y+1).

(3) D ans le cas présent, les valeurs a r (2) , (3) sont des puissances fractionnaires (non 
entières) du nonibre 2, done des irrationnelles et les conditions [1] (3) inutiles pour Ci .

(4) On designerà comme en [1], pour tou t p reel, par Ep ren tier, tei q u ’on a it p — 1 <  
<  E p <  (x et l ’on poserà Fp =  p — Ep.

(5 ) V ariante possible: In terchanger >  , < ,  en (9), (io)
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On procède à une dem onstration par l’absurde de l’irrationalité de oc =  2^~I, 
en vérifiant d ’abord que les trois conditions précédentes A , . 10 , A , . 20 , . 10
sont satisfaites, si Ton a choisi convenablem ent, comme ci-dessus en (4), 
la suite des* param ètres qr (r e S). Voici le détail de ces vérifications.

A i . i° .  - O n  satisfait à (9) car, l’inégalité y é tan t prise au sens large, 
il suffit en s’ap p u y an t sur (5) de constater q u ’on a, pour to u t r e  S,

(r -f- 1) — r  =  (r +  2) —  (r -f. 1) =  1.

E n s’appuyan t sur (5), on écrit la condition (io), sous la forme des iné- 
galités strictes

r  1 r ^ r  +  2 r  -f i
(13) o < cr + 1 (r e S).

On vérifie directem ent (13) pour les valeurs num ériques 1, 2 de r, car la 
formule (2) donne

(H )

et il

( i 5)

£x — I £2 41
24

et il suffit de constater q u ’on a 
2

0 < - >3/2 - <  35/3 —  <■ 4

En ce qui concerne les valeurs r  L> 2, on vérifie la formule (13) en procé- 
d an t comme il suit.

On m ultiplie par 2Sr+I en (13) et Ton obtien t son equivalent, q u ’on peu t 
écrire

2 <
r  - j-  I ^ er-\~2 er  -f-i

+ r  +  1 • 28̂  + x

Or, en invoquant (2), on a

( l6 ) Sr + i —  =  —(r _|_ j) j »

et l’équivalent précédent de (13) s ’écrit encore sous la forme

( r e S )

0 7 ) 2 < r +  1
1 1 rT “T r _|_ J ■ » (r * S).

(r +  2) !

P ar m ultiplication de cette inégalité par 
èqui valent de (13)

(18) 2 +  -  <

on en tire encore un

I 1 I
1 -Jr . 2 (r+2)! + 2 (r+IÌ ! — 2 !

2 (̂ +2) !
+  — ■2 (r+2>! r

q u ’on prouve de la m anière suivante. L ’inégalité

(19) 2 < ----+  .2 <r+a)'
> .(r+a) !
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s’obtien t d irectem ent (6) de

u > i  , —> u 2 —- 2 ^ 4 - i > o « —> ( u — i)2 > o ,

lorsqu’on y rem place u  par le prem ier term e de l’inégalité
i

(20) 2 {r+2)1 >  I,

qui résulte du fa it que 2X est une fonction croissante de X reel.
On obtiendra done (18) comme conséquence de (19) et de l’inégalité

i i 1
(21) — <  2 (r+I,! —  2 (r+*)l + ± . 2 ~ V^ )T

'  r  r  5

qui reste à dém ontrer. En d iv isan t par 2 (r+2)! en (21), on obtien t son équi- 
lent

(22) 1 . 2 (r+2) !
r

2 ( '•+- ) '  _  j 2 ( r + I ) 1 (r + 2) •'____ j

Or, pour r  >  2, on a
2

(23) . O <  • 21 (' +s)1< I , '

2

puisque 2k est croissante et q u ’on a done 2 (r+2) ! <  2, tandis que — < — •
Or, le p rodu it m em bre à m em bre des deux dernières inégalités im plique (23). 

Il suffira de m ontrer encore q u ’on a, pour r  >  2, l’inégalité
__1_______  i i

(24) 2 (r+2)1 —  I <  2 (’'+l)l ~  <r+2)! —  I,

car en m ultip lian t (23), (24) on aura a fortiori  ( 2 2 ) ( 2 1 ) ,  O r de (19), (21) 
on ob tien t p à r addition (18).

Cornine on a déjà vérifié (15) e t q u ’on a dérnontré les equivalences 
(13) -<—» ( i 7), «—>• (18), on vérifie" A r . 2° en prouvan t encore (24). C ette 
inégalité sera déduite de la suite d ’inégalités successives équivalentes

_ 1 i i j
2 (r+ 2>1 ^  2 (r+l)! ~  ^ + 2>! _̂_ . 1 ^  1___    1

^ + 2 )  ! (r -F 1) I ( r +  2)\ ’

dont la dernière revient, après m ultiplication par (r -j- 1) ! à -——— << 1

et done à r  > 0 ,  ce qui achève la vérifìcation de l’énoncé de A x. 20 dans le cas 
de oc défini en (1).

B x. i°. -  E n vertu  de (5), on a, pour tou t r,

Tir =  ' F —  =  F r  —  o
1 qr

(6) On in troduit les symboles logiques ^ im plication- et d ’équivalence
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et done la condition (11) est satisfaite par l’égalité 73̂  =  y]r , quelle que 
soit la suite S XC S  e t r  — r v € S x, pour v e S . L a condition B x. i °  est done 
aussi satisfaite.

On reprend la dém onstration de l’irra tionalité de oc, en ad m ettan t -  
par absurde -  l’hypothèse de la ra tionalité de 2 '- 1 . On pose done

où u  , v sont des nom bres naturels, prem iers entre eux. 
On pose

(26) 5. r -p i r
Or — ,

2er + I 2Sr
( r e  S)

e t Ton dém ontre, q u ’on a

(27) o < S r < —  < 1 , (r  e S).
2

On peu t écrire, en effet, en ver tu  de (16), l’égalité (26) sous la forme

(28 ) — —  (r +  1 ) —  r  
2(r+W<

!
et rem arquer q u ’on a déjà eu §r > o  en (13). Or, pujsque 21 croìt avec X reel 
e t que (1), (2) en tra ìnen t l’inégalité er <C.e— 1, on a

(2 9 ) 2 H > I  , 2 er < 2 e ~ 1,

ce qui im plique la seconde inégalité de (27), la paranthèse en (28) ay an t une 
valeur inférieure à i.

E n d n v o q u an t (13), (27), pour tou t r  e S et en y passan t à la limite, on 
aura, en vertu  de la transitiv ité

(30) O C  <  S2 < •  • • < S r < ^  + I< -  • • < - — — <  1.
2̂  1

De (26), (27), (29), (30) on tire 28r tend vers 2e~ x en croissant

(31 ) o  <  8,- < r 1
<  I.

E n considérant les valeurs u , v  de (25), ainsi que les indices v' =  
=  1 , 2 , • • •, on poserà

(32) rv> — v' • u, (v'e S).

Les inégalités (31) donnent, p a r suite de (25), (32)

(33) o < 8 %, — v'-e/< 1, (v'eS).
2 (* +rv')

Efi in trodu isan t les indices notés r\> (V 6 S) e t définis par l’égalité 

(34) r  =  r ’v, =  1 +  rv>

on voit que ces indices vont en croissant ave v ' eS,  en vertu  de (32).
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On écrira done (33) sous la forme

(35) o < S v < ^ - — 1, (v' e S).
2

Comme v' -v est un entier, l’inégalité (35) im plique (7)

(36) o < 8v < F - 5^  (v' e S)
2 rv''

et, en invoquan t (8) pour la définition générale des (r e S), òn ob tien t

(37) t ; , =  i — f 4 A <  i (v 'eS ).
2

On désigne par Z' l’ensemble des valeurs & ,  (v' e S) et Ton y  choisit un 
sous-ensem ble Z C Z '  de valeurs désignées par e Z, en procédant comme 
il suit.

À chaque nom bre v — I , 2 , • • • on a ttachera  une valeur de l ’indice 
r  == r v , croissant avec v, ce qui revient à effectuer un num erotage des valeurs 

choisies en Z ', en posant -  par définition -

(38) — in f ( v e S , ^ ; , e Z ' ) .
v' <  V

Il est clair, d ’une part, que e Z ', car en (38) v' n ’y prend q u ’un nom bre 
fini de valeurs v' <  v et q u ’il existe done un nom bre v' bien déterm iné, pour 
lequel le m inim um  parm i les \ r'y, est a tte in t en (38). E t d ’au tre  part, lorsque 
v' parcourt S, on a (30) ce qui im plique en tre  les seconds m em bres des iné- 
galités (37), les inégalités

(39) I “ ^rvr ^> I ~ + I •

On peu t rem arquer que, m algré (37), cela n ’im plique pas les inégalités

> ? v + I , (v'e S ) ,

de sorte q u ’on est dans la nécéssité d ’opérer d ’abord le choix défini en (38).
Cela fait, on aura  done

(40) %rv e Z<—>Zrv =  1 —  F  4 —, ( v € S )
2 rv

et la suite S* des indices rv ap p a rten an t aux E,rv choisis en (38) est infime, car v 
parcourt S e t rv croit avec v. Or, en (38), é tan t le plus p e tit parm i les &  
où v' <C vi, il ne peu t que dim inuer ou conserver sa valeur, lorsque v croìt. 

On ob tien t ainsi
5V > ^ V+I, ( v e S ) ,

qui n ’est au^re que l’inégalité (12) à dém ontrer e t m ontre que la condition 
B x. 20 est s4tisfaite.

(7) On utilise la définition de l’opérateur F donnée en bas de page, dans la note (4) 
ci-dessus.
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Or, on a admis, par hypothèse, que a est ra tio n n e le t  Ton a vérifìé ainsi, 
q u ’en ce cas, en plus des conditions A x. i° , A , . 2° , B*. i° précédem m ent ob- 
tenues, B x. 20 au ra it aussi lieu. E n somme, toutes les conditions du critère C x 
seraient done, en ce cas, satisfaites et l’application du critère p erm e ttra it de 
conclure que a devrait ètre irrationnel. Or cela contredit d irectem ent l’hy- 
pothèse admise.

Ce raisonnem ent m ontre done què la supposition de la rationalité  de a 
est absurde e t cela conduit à la conclusion opposée : a =  2e~~1 est irrationnel 
et, par suite, 2 a jou it de la m èm e propriété : 2e est irrationnel, c .q . f .d .

B i b l i o g r a p h i e .

[ 1 ] F roda A., Cntéres paramètriques d ’irratìonalite, «M athem atica Scandinavica », voi. 12, 
K obenhaven 1964, sous presse.

[2] Hardy—Wright, A n  introduction to the theory o f numbers, Oxford U niversity  Press, 
3rd Ed., London 1954.


