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Funzioni analitiche. — S u l problema di Bieberbach per le f u n 
zioni univalenti. N ota di E n rico  B o m b ier i (#), presentata (**} dal 
C orrisp . G . R ic c i.

In  questa N ota ci proponiam o di p resentare alcuni risu lta ti da noi o tte 
nu ti recentem ente sul cosiddetto « problem a di massimo locale per la funzione 
di Koebe ». In  particolare ne viene che la congettura di B ieberbach è vera 
« localm ente » per il coefficiente a6.

1. I l  p rob lem a e i r i s u l t a t i  o t t e n u t i .  -  Sia S la famiglia delle funzioni 
f  (z) — z  a2 z 2 - regolari ed uni valenti nel cerchio \ z \  <C 1. L a ben 
no ta  congettura di Bieberbach aiferm a :

Ipotesi d i Bieberbach : « Se f  (z) E S, allora | a» | Si n, e vale il segno — 
se e soltanto  se /  (z) =  z j(  1 -— e*Q z )2 ».

Le funzioni / 0 (z) = .# /(  1 — e*® z)2 sono le funzioni di Koebe, che hanno 
grande im portanza nello studio della famiglia S.

Prenderem o in esame il seguente
Problema 1 : «D eterm inare la costante pn d a ta  dal lim ite

(0 lim
R e (a2) 2

n — ~Re(an) _
2 — Re (a2) Pn

È chiaro nella (1) che a2 e an sono il secondo e l’ennesimo coefficiente di una 
m edesim a funzione della famiglia S.

Ora, poiché la congettura di B ieberbach è vera per ^  =  2., 3 , 4  (vedasi 
L. Bieberbachi [1], K. Lòwner [2], P. R. G arabedian eM . Schiffer [3], Z. Char- 
zynski e M. Schiffer [4] e [5]) avrem o che è 2 —  Re (a2) >  o tranne nel caso 

f  (f) — z f i  — z)2, e quindi il significato della costante pn è il seguente:
«Se pn < i o, l’ipòtesi di B ieberbach è falsa per questo n ;  se pn >  o, 

allora Re ( a f  ^  n se Re (al) >> 2 —  cr„, per una opportuna costante an ».
Come si vedrà dai risu lta ti o tten u ti, la (1) è significativa solo se n  è un 

num ero pari ; debbo ad una osservazione di M. Schiffer l’esatto  analogo del 
problem a (1) hel caso di n  d ispari:

Problema 2 : «D eterm inare la costante 0» d a ta  dal limite

(2) lim
Re (a3) - >  3

n — Re(an)
3 — R e f e )

nel caso in cui n  sia dispari ».

(*) Studio eseguito nell’am bito del G ruppo di ricerca N. 40 (1962-1963) del C om itato 
N azionale per la M atem atica del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 dicem bre 1963.
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Sfortunatam ente , la tra ttaz ione  del problem a 2 sem bra com plicata, e non 
può essere fa tta  con lo stesso procedim ento da noi usato  nel problem a 1.

Il nostro principale risu lta to  è un teorem a che collega il valore della 
costante pn al m inim o autovalore di una equazione integrale di Fredholm , 
d a ta  esplicitam ente. Poiché l ’equazione d a ta  è non singolare, si possono ap
plicare m etodi ben noti per il calcolo num erico degli auto  valori di questa. Ne 
segue che, almeno in linea teorica, il problem a 1 si può considerare com pieta- 
m ente risolto.

L ’enunciato del teorem a si esprime con l’aiuto di alcune funzioni ausi- 
liarie, definite nel seguente modo :

sia K = -, U = i + 4 ^ K  , V - = i + 4 z/ K

e poniam o

(3)

(4)

(5)

e siano

F (z , u) =  K*/XJ 

H (z , u) =  2 K 2/]/U

s K'3 /  . ( V - 1 se v < , uG (z , u , v) = - = -  3 +
kUV \ ( Xj 1 se u  <  v

(6) F (z , li) =  X  F„ (u) -

(7) H (g , u) =  X  H„ (u) z«
n =  2 '

00

(8) B (z , U , v) — Gn (u , V) zn
n =  3

gli sviluppi delle funzióni F (z , u) , H (2 , u) , G (z , u  , v) in un conveniente 
intorno dell’origine.

Sia infine

(9) [in =  min Fn (u) .
o ^ u 5  ̂1

Allora vale il seguente
T eorem a i : S i ha pn =  min (p.« , X), dove X è i l  p iù  piccolo autovalore reale 

deir equazione integrale d i Fredholm

(io ) [X —  F„ (u)\ y  (u) =  I Gn (u , v) y  (y) dv, con y  (u) e L2 (0,1).

Osservazione : Possono presentarsi am bedue i casi =  X <  [in e p„ = • 
=  y*n <  X. Il primo, ad esempio, se n  =  4 e il secondo se n  =  3.

Ecco alcune conseguenze del teorema 1.
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T eorema 2 :

P2 = ' I , p3 =>0 , p4 >  0,80 , p5 ^  O , p6 >  O

e m  generale p2 m + ,x ^  o.
Siamo perciò p o rta ti alla congettura seguente :
Ipotesi 1 :

P2 m -̂> O , p2 m + 1 — O.

In  ogni caso, si vede bene la differenza nel com portam ento di p̂  a seconda 
che n sia pari o dispari.

Nel caso n  dispari, sem bra che il problem a 2 sia più significativo.

2. Osservazioni fin a li. -  Dal teorem a 2, e dall’osservazione riguardan te  il 
significato della costante p», ricaviam o la « proprie tà di massimo locale della 
funzione di Koébe per il sesto coefficiente » :

T eorema 3 : E siste una costante assoluta cQ >  o tale che, per ogni f  (fi) — 
z  f -  a2 z 2 -f- • • • e S con

2 —  cQ <  Re (al) A 2
sia

Re (a6) ^  6,

e vale i l  segno — se e soltanto se fi (z) =  z ] ( i —-z)2.
U n a buona valutazione approssim ata per tr0 darebbe'la possibilità di dim o

strare  la congettura di B ierbebach nel caso n — 6 ; vedasi in proposito P. R. 
G arabedian e M. Schiffer [3]. Infine, occorre accennare qui alla notevole 
ricerca di P. L. D uren eM . Schiffer [6], che presenta notevoli pun ti di co n ta tto  
con la nostra  tra ttaz ione  del problem a ; tu tta v ia  si deve tenere presente che i 
risu lta ti o tten u ti da questi due au tori non sono sufficientemente generali per 
ricavarne risu lta ti come il teorem a 3.
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