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Funzioni analitiche. — Sull'attenuazione delle condizioni tau- 
beriane. Nota di F ulv ia  S kof r), presentata (‘*) dal Corrisp. G. R icci .

1. Sia f ( z )  =  2 akzk convergente per G l <  i ;
k — o

sn (z) =  ^ a k Z k (z =  re iQ) ; sn (1) =  sn .
k — o

È ben noto che

(I) D a n \ an \ =  O (1) , / ( r ) - >  o per r->  1 —  segue sn~> o

(J. E. Littlew ood, [2]).

(II) D a Si, —  su >  —  or per uQ ^  u <  v u■ (1 +  co) (a > 0 ,  co =  co (a),

u0 =  uQ (a)) e / ( / ) - >  o p e r 1 —̂ segue sn-> o

(R. Schm idt [3]-T. V ijayaraghavan  [6]).
Sia (E) la classe delle serie /  (z) continue per \ z \  1, cioè tali che per 

ogni 0 (o ^  0 <  2 7r) esiste finito il lim ite radiale lim /  (reiQ) — g  (0) uni-
r  —>  1 — -

forme rispetto  a 0, e si conviene di porre f  (ei%) =  g  (0).
D’attenuazione della condizione tauberiana (contenuta in (I) oppure 

in (II)) pub condurre a sn d ivergente anche, c o n / ( r ) ->  o. Come è noto, esistono 
/ ( # )  6.(0) per le quali'^» diverge (L. Fejér [ i] -P . T u ràn  [5]) e queste f  (z) non 
verificano alcuna condizione sufficiente tau b erian a ; t u t t ’al più po tranno  per 
esempio verificare condizioni analoghe a quelle in (I) e in (II), o tten u te  da 
esse in troducendovi qualche attenuazione. È sta to  anche stabilito  (E. C. T itch- 
m arsh [4]), che se f  (z) e (0) risu lta s„ =  o (log ri).

Q uanto  e come le attenuazioni accennate possono influire sull’andam ento 
di sn ? Questo è il tem a tra tta to  nella presente N ota, con la quale si comunicano 
r is u lt it i  le cui dim ostrazioni verranno pubblicate altrove.

P. T u ràn  [5] ha d im ostrato  che, assegnata <[>•(£)->+ 00  (lentam ente 
quanto  si vuole) esistono f  (z) € (&) per le quali n \ a n \ ^  ^ (n) , sn ~\~0 (i).

Si perviene a tre  teoremi, e precisam ente : (A), a ttenuando  (I) secondo il 
pun to  di vista di P, T u ràn  e non im ponendo condizioni a priori alla successione 
sn ; (B), a ttenuando  (II) e non im ponendo alcuna condizione a priori ad an \ 
(C), a ttenuando  (I) e (II) sim ultaneam ente col porre così condizioni a priori 
ad On e sn (tauberiane a ttenuate).

I n  ciascuno dei tre casi si stabilisce l’esistenza di successioni parziali m  
lungo le quali sn è lim itato  dal di so tto : in questo modo si pone in rilievo

(*) Studio eseguito nell’am bito del Gruppo di ricerca N. 40 (1962-1963) del Comi­
tato  nazionale per la  M atem atica del C.N.R.

(**). Nella seduta del 14 dicem bre 1963.
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quanto, in accordo con la relazione sn =  o (log n)y l’ordine di sn si stacchi da 
quello di log n.

2. Il seguente teorem a precisa il risu lta to  di P. T uràn  :
TEOREMA (A). -  Assegnate due funzion i ^ (t) >  o, e (t) >  o, che per 

t-> +  00 verificano le condizioni : e (*)-> o, (/)-► +  00 monotona, ^ (/)//->  o 
monotona, esiste f  (z) 6 (vB) seguenti proprietà:

i) | | fg tj; (n) Jn;
ii) esiste una successione nh lungo la quale si ha

I a”h I =  + (% )/%  > I ^  I >  £ («*) log <J/ («*).

Come corollario si o ttien e  il r isu lta to  di L. F é jer-E . C. T itchm arsh  [4]:
« Assegnata z (t) >  o, con e (# )-* o  per t ^  f i  00, esiste f  (fi) ^ (fi) per 

la quale sono verificate le seguenti proprietà:

i) an —> o ]
ii) lungo una successione nh risulta | Snh | >  e (nn) log nh ».

L a classica condizione p resen ta ta  in (II) può essere a tten u a ta  col richie­
dere la sua valid ità per in tervalli uQ <: u <  v g  u +  x (u) essendo x (u) =  . 
=  0 (u) ; nessuna condizione a priori viene im posta ad an .

T eorema (B). -  Assegnati un numero g >  o e due funzion i z (t) >  o, 
X (f) >  o, che verificano le condizioni:

j s ( ^ ° >  x (f) +  00> x 00 =  0 00 per t ^  - f  00
( X 00 e X (Oli monotone y 

esiste f  (z) € («£) sono verificate le seguenti proprietà:

i) esiste uQ =  u q ( g  ; x > s) >  o Az/fe ^

^  ^  —  g per uQ ^  u < v  ^  u +  x (u)

ii) lungo una successione nh risulta

I s*h I >  e (nk) log (nhix  (O ) .

3. R im ane da affrontare la ricerca di funzioni f  (,z) € ((£) per le quali sia 
m aggiorata la successione dei coefficienti, attenuando  la condizione in (I)? 
e sia co n tra tto  l’intervallo u <  v ^  u (i +  co), attenuando  la condizione in 
(II). Si perviene al seguente

T eorema (C). -  Assegnati un numero g >  o, e tre funzion i z (t) >  o, 
X (0 >1 4 00 >  °  che verificano le condizioni

| z 00 0 > ,X (0 +  00 > 4 00 +  00 > X 00 • 4 00 =  0 (t) per /->  +  00 ;
( X 00 >' 4* ($  > 4 00/^ > X 00’ 4 00/^ Monotone,

esiste f  (z) 6 (0) quale sono verificate le seguenti proprietà:
i) | <3 *  | ^  ^ (ri) jn;
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ii) esiste n0 — uQ (o ; x tp) >> °  tale che

sv —  su > —  a per uQ ^  u <  v ^  u +  x ( u) 5

iii) lungo una successione nh risulta

I a”A\ =  <P (ni ) lnh > I s«h \ >  £ ( % )  l o g  'J' K ) -

Osservazione. -  Si richiam a l’attenzione sulla form a dell’ipotesi xOO' 
(t) — 0 (7), la quale esprim e chiaram ente in qual modo l’attenuazione o tte ­

n u ta  con 41 00 e quella o tten u ta  con x (0 siano fra loro m utuam ente vincolate.
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