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Funzioni analitiche. — Sw//’attenuazione delle condizioni tau-
beriane. Nota di FuLvia Skor @, presentata @ dal Corrisp. G. Riccr.

oo
1. Sia f(2) = D, @z #* convergente per gl <1,
k=0 -

$a(2) = kﬁ gt (2 =7re?); 5.(1) = sa.
E ben noto che
¢y Da n|a.,| =0 (1), f(r)—>o0 per r—> 1 — segue s,—> 0
(I. E. Littlewood, [2]).
() Da ss—su>—0 per uo=u<v=u(l1+ o) (6>0 o= o(s),
U =1u,(c)) e f(r)—>o0 per r—>1— segue s,—>0

(R. Schmidt [3]-T. Vijayaraghavan [6]).
Sia (@) la classe delle serie f (2) continue per |z | =<1, cio¢ tali che per
ogni 6 (0 =0 <2m) esiste finito il limite radiale lim f(7e’®) = g (6) uni-

r—>1—

forme rispetto a 0, e si conviene di porre f (¢*%) = g (0).

L’attenuazione della condizione tauberiana (contenuta in (I) oppure
in (IT)) pud condurre a s, divergente anche con f (#)— 0. Come & noto, esistono
f(2) € (@) per le quali s, diverge (L. Fejér [1]-P. Turdn [5]) e queste # (2) non
verificano alcuna condizione sufficiente tauberiana; tutt’al pili potranno per
esempio verificare condizioni analoghe a quelle in (I) e in (II), ottenute da
esse introducendovi qualche attenyazione. E stato anche stabilito (E. C. Titch-
marsh [4]), che se f(¢) € (&) risulta s, = o (log %).

Quanto e come le attenuazioni accennate possono influire sull’andamento
di s, ? Questo ¢ il tema trattato nella presente Nota, con la quale si comunicano
risultati le cui dimostrazioni verranno pubblicate altrove.

P. Turan [5] ha dimostrato che, assegnata ¢ (#)—+ 4 oo (lentamente
quanto si vuole) esistono f(2) € (€) perle quali 7| a.| =¢ () , 5. O (1).

Si perviene a tre teoremi, e precisamente: (A), attenuando (I) secondo il
punto di vista di P, Turdn e non imponendo condizioni a priori alla successione
sn; (B), attenuando (II) e non imponendo alcuna condizione a priori ad a.;
(C), attenuando (I) e (II) simultaneamente col porre cosi condizioni a priori
ad @, e s, (tauberiane attenuate).

In ciascuno dei tre casi si stabilisce I'esistenza di successioni parziali 7;
lungo le quali s, & limitato dal di sotto: in questo modo si pone in rilievo

(*) Studio eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca N. 40 (1962-1963) del Comi-
tato nazionale per la Matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 14 dicembre 1963.
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quanto, in accordo con la relazione s, = o (log %), 'ordine di s, si stacchi da
quello di log 7.

2. 11 seguente teorema precisa il risultato di P. Turén:

TEOREMA (A). — Assegnate due funzioni § (£)> o, < (t)> o, che per
t—> + oo werificano le condizioni: < ()~ 0, ¥ (£)— + oo monotona, § (£)jt— o
monotona, esiste f(z) € () con le seguenti proprieti:

D) Jan| U (m)jn;

ii) esiste una successione n, lungo la quale si ha
[ am | =b )i, [ | > < (n) log § (m,).

Come corollario si ottiene il risultato di L. Féjer~E. C. Titchmarsh [4]:

«Assegnata < (£) > 0, con (t)—>0 per t—> -+ oo, esiste f (2) €(Q) per
la quale sono verificate le seguenti proprieta:

1) an—>o0;
ii) Jungo una successione my, risulta | su, | > < (n,) log n, ».

La classica condizione presentata in (II) pud essere attenuata col richie-
dere la sua validita per intervalli u, Su <ov < u + (u) essendo y (u) =
= 0 (#); nessuna condizione a priori viene imposta ad a,.

TEOREMA (B). — Assegnati un numero ¢ >0 ¢ due Sunzioni ¢ () > o,
X (&) > 0o, che verificano le condizions:

e(@®)—>0, x ()= 4 o0, x &) =0 (t) per t— + oo
X (&) e y ()|t monotone,

esiste f (z) € (2) per la quale sono verificate le seguenti proprieta:
1) esiste uy=1u,(c;y,c) >0 tale che
So—Su = —0 per sy Su <v =u-+ y(u
ii) lungo una successione n, risulta

[ $n, | > € (1) log (7, (1,)).

3. Rimane da affrontare la ricerca di funzioni 7 (2) €(C) per le quali sia
maggiorata la successione dei coefficienti, attenuando la condizione in @D,
e sia contratto l'intervallo % < v = # (1 + o), attenuando la condizione in
(IT). Si perviene al seguente

TEOREMA (C). — Assegnati un numero ¢ > o; e tre funzioni e (¢) > o,
X (@) >0, U (&) > 0 che verificano le condizioni
e@=>0, x@O=>+o0, d@B>+oo, xOYH=0( per 1>+ oo;
L@, V@ YO, 1 O-b @ monotone,
esiste f(2) € (C) per la quale sono verificate le seguenti proprieta.

D lan] = ¢ @)n;
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1) esiste uo = u,(c ; y¢) > o0 tale che
Sy — Sy > — G per u0§u<z/§u—l—x(u);
iil) lungo wuna swuccessione n, risulta

| an, | = G ()|, | $w, | > € (1) log ¢ ().

Osservazione. — Si richiama [’attenzione sulla forma dell’ipotesi y (£)-
§ (¢) = o0 (¢), la quale esprime chiaramente in qual modo I'attenuazione otte-
nuta con ¢ (¢) e quella ottenuta con y (#) siano fra loro mutuamente vincolate.
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