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Funzioni analitiche. —■ Sul minimo modulo delle funzioni ana­
litiche. N ota di N iv e s  M a r ia  F e r la n  (#), p resen ta ta  r#) dal Corrisp. 
G . R ic c i .

1. Sia /  (z) funzione di z  olomorfa per | z  | <  R e poniamo, per o ^  r  <  R :

M (r ; / )  =  M ax | /  (reiQ) | , m (r ; / )  =  M in I /  (rei%) I
0 0

Wi (r ; / )  =  M ax m (u ; / )

(fi ( r \ f )  è la m inim a m aggiorante m onotona del minimo modulo m (r ; / ) ) ;  
anzi, per po ter considerare queste funzioni anche per r  =  R (ove non è richie­
sta  la regolarità) e in ipotesi più generali per f  ( z f  poniamo

M (r ; / )  =  Sup M ax | /  (ueiQ) | , Ih (r ; / )  =  Sup m (u ; / )
o ^ u < ^ r  o^u<C.r

(per r <  R queste definizioni coincidono ovviam ente con le precedenti).
Sono note proprie tà  dell’andam ento di m ( r \ f  ) in relazione a quello di

M (r ; / ) ,  per esempio {I) :
« Se o <  p —  s <  p <  1 e /  (z) è una funzione in tera di ordine m aggiore

di p —  £ e di accrescimento non superiore a (p , 0), esiste una successione
f « A | o o  tale che log m (rf) >  cos 7rp • log M (rn) >  ».

Ci proponiam o di indagare Vandam ento di Ih (r ; / )  in relazione a M (r ; / ) .
E no ta  la elegante proposizione di M illo u x -S ch m id t(2) :
«Se /  (z) è regolare in | z \ <  1, ed è | /  (z) | <  1 per | z  | <  1, Min | /  (r^'e) | <  p.

0
per o ^  r  <  1, allora è

( x) log M (r ; / )  ^  ̂ 1 ------   artg  |/r  ̂- log p ».

U n  cam biam ento di variabili conduce im m ediatam ente alla disuguaglianza 
seguente

(2) log m (R  ; / )  ^  9 (r  , R ; / )  (Q ^ r <  R) (*) (**)

(*) Studio eseguito nell’am bito del Gruppo di ricerca N. 40 (1962-1963) del C om itato 
nazionale per la M atem atica del C .N.R.

(**) Nella seduta del 14 dicem bre 1963.
(1) R. P. BOAS, Jr., Entire Functions, New Y ork 1954, p. 43.
(2) H . MlLLOUX, Le théorème de M. Picard, suites de fonctions holomorphes, fonctions 

méromorphes et entières, « Jou rnal de M athém atiques pures et appliquées » (9), 3, 345-401 
(1924); H . M il l o u x , Sur certaines fonctions holomorphes et bornées dans un cercle, «M athe­
m atica», 4, 182Ì-185 (1930); E. L a n d a u , Ueber den Millouxschen Satz , N achrichten G ot­
tingen, 1-9 (1930); E. S c h m id t , Ueber den Millouxschen Satz, « Sitzber. Pr. Akad. Wiss. 
Phys. M ath. Kl. », 394-401 (1932); M. H. H e i n s , Selected Topics in the Classical Theory o f 
Functions o f a Complex Variable, New York, 108-109 (1962).
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valida per f  (z) regolare in | # | <  R  e dove

( e (0  =  (4/^) artg f t .

Si può allora ricavare il seguente
Teorema I. -  Se f ( z )  è regolare per \ z  | <  R, risulta

( . j log m (r ; / )  ^  log M (r ; / )  — n r D f  log M ( r \ f )
^  ( o è r <  R,

dove Dr denota la derivata sinistra rispetto a r, calcolata nel punto r. 
tz è la « migliore costante » per la quale vale (4).
La sm ussatezza di M (r ; / )  consente di stabilire (4) ; per garan tire  che 

tz e la migliore costar!te si ricorre alla famiglia delle funzioni estrem ali di 
H. Heins a ttin en ti al problem a di M illoux (3).

L ’esame della disuguaglianza (2) conduce alla relazione di m edia 
Teorema IL

l lo^ W T 7 ^ d ( l o g u ) ~ n l o g ì è f f 7 V ( ° ^ < R);

e anche per questa si pone il problem a della migliore costante.
Si può valu tare al disotto  hi (r ; / )  anche m ediante una m edia di 

log (M (R ; / ) /M  (r ; / ) )  e si perviene al 
Teorema ILI.

log M(R ; /)  
m (R ; / )

<  x (r / R )
=  R

R

log M ( R ; / )
M (u ; / ) du

dove o ^  r  <  R  e la funzione  X (t) è data da

7r/X (t) =  4 — tz —  Tzt +  4- (art t  —  Ì t  t  artg  f t )  =  

=  4 —  Ti —  raf +  (8/3) t ìh H-----

2. Proprietà  d e l le  funzioni in tere . -  Sia f  (z) una funzione in tera di z: 
possiamo porre il problem a di individuare classi di funzioni /  per le quali 
log TTi ( r \ f ) X  log M (r ; / ) .

Teorema IV. -  Se esiste u =  u( r )  tale che si abbia simultaneamente per
r  4“ 00

u (r)/r->  0 , lim (log M (u ; / )  /log M (r ; / ) )  >  o ,

allora è log ni (r ; / )  X log M (r ; / )  per r  +  00 .

(3) M. H. Heins, problem o f  M illoux fo r  functions analytic throughout the interior 
o f the u n it circle, « American Journal of M athem atics », 47, 212-234 (1945).
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Anzi vale il teorem a più preciso seguente, del quale il teorem a IV è im m e­
diato  corollario :

Teorema V. -  Se esistono r  >  o , y >  o , o <  (3 <  tg2 (771/4) tali che sia 
M ({ ir  ; / )  A  MY (r ; / )  allora risulta

ih (r ; / )  ^  M 5 (r ; f  )  con §  =  —  artg  ]/'p j : ^  —  artg  y p j .

In particolare si ricava che da

log r n ( r ; / )  =  0 (log M (r ; / ) )  , M ($r ; / )  =j= 0 (MY (r ;■/)) , ( y >  o)

segue p ^  tg 2 (7:7/4) •
Lo studio della funzione cp (r , R ; / )  definita in (3) consente di stabilire 

per le funzioni in tere risultati che pongono in relazione l’andam ento di m ( r y f )  
con la potenza r® di r.

Vale il seguente
Teorema V I. -  Sia f  (z) una funzione intera di ordine p e di tipo t . Se 

o ^  p <  1 /2 e t >  o risulta :

i t e  J ° g  m ( r ; f )  >  Q
t e i o o  rQ

Più precisanaente

i t e  l o g " ( r ; / ) ^ r ( p ) - T .
r — + 0 0  r®

essendo c (p) >  o indipendente da f .
Osservazione. -  R isu ltati analoghi si possono ottenere per funzioni f  (z) 

che am m ettano  linee singolari, so tto  ipotesi opportune, come per esempio 
quelle già considerate da E. Schm idt per il teorem a di M illoux.

Le dim ostrazioni delle proposizioni enunciate in questa N o ta  com pari­
ranno in un lavoro di prossim a pubblicazione.

31. RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 6.


