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Analisi matematica. — Swlle costanti delle condizioni di Holder
in forma integrale . Nota di Laura CupeLrLo, presentata (? dal

Corrisp. G. Riccr.

Sia ¢ (¢) una funzione reale della variabile reale ¢, definita per e < ¢ < 4
e ivi sommabile, identicamente nulla fuori di questo intervallo.

Sono note le condizioni di Holder in forma integrale di ordine « (0 <o < 1).
Tra i numerosi studi nei quali esse vengono utilmente applicate sono quelli
riguardanti certe funzioni analitiche trascendenti definite mediante integrali.
Problemi riguardanti queste funzioni sono stati trattati da G.H. Hardy-
J. E. Littlewood, E.C. Titchmarsh, M. L. Cartwright ed altri.

E noto che ®

fl@(lfﬂr/l)——cp‘(f)idf:f’(x/ll) per /4—o,

quando e soltanto quando esiste un numero ¢ tale che sia ¢ (¢¥) = ¢ quasi
ovunque ; mentre
5

/‘|qo(z‘+/z)—cp(z,‘)|dt=0([/z{) per 42— o,

a

quando e soltanto quando ¢ (¢) ¢ quasi ovunque uguale a una funzione a varia-
zione finita in ¢ < ¢ < 6.

Ci proponiamo la determinazione esplicita delle costanti e degli infinite-
simi che figurano al secondo membro della condizione di Hélder sotto forma
integrale in un caso particolarmente interessante.

Prendiamo in esame funzioni ¢ (f) che presentano una singolaritd di
comportamento nell’intorno di un punto interno all'intervallo di integrazione
della condizione stessa. Possiamo supporre, senza alterare la generalita del risul-
tato, che tale intervallo sia — 1 = # < 1 e che il punto singolare sia #=o0: piu
precisamente consideriamo le funzioni ¢ (¢) della forma o (#) = |z[*—*{ (?).
Sul comportamento di ¢ (#) nell'intorno del punto #= 0 vengono prese
in esame successivamente varie ipotesi: validitd di una condizione di
W. H. Young, variazione finita, appartenenza a una classe di Hélder di ordine

(*) Studio eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca n. 40 (1962-63) del Comitato
Naziona'}le per la Matematica del C.N.R.

(*¥*%) Nella seduta del 14 dicembre 1963.

(1) G.H. HARDY e J. E. LITTLEWOOD, Some properties of fractional integrals, «Math.Z. »,
27, 599 (1928) e A convergence criterion for Fourier series, «Math. Z.», 28,.619 (1928);
E. C. TITCHMARSH, A theorem on Lebesgue integrals, « J. London Math. Soc.» 2, 36-37 (1927).
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Y, con a <y < 1; discontinuitd di seconda specie in # = o; differenziabilita
di ¢ (#) con la condizione |z[*—* ¢ (#)—>o0 per ¢—o.
La condizione di W. H. Young ¢ la seguente:

W0 [la@ye|  fnio, [[d@i@) =06  per nrot

Indicando con V,, (2,4) la variazione totale di ¢ () nell’intervallo
@ =t = b, poniamo, per. ogni 6>0 e o< 7 < I,

H (77 ) G) = ogggn V\P (u/<1 + G) ’ ”>;

o, = (1 +oy—¢f{(t + oy« —1} , Hy=o, lim H(y,0);

n—>o
()= Sup | ¢ (x)| = minima maggiorante di | ¢ (#) | ridotta
oL u<lt

continua dalla sinistra.
Studiamo l'andamento dell’integrale

1@ = [lo€=D—p@ld . 2@ =|tF40,

per /4-—>o0 -+ . Dai risultati ottenuti per I (¢) si deducono in modo ovvio
quelli riguardanti l'integrale analogo

[le¢sn—e@)a

I risultati principali da noi ottenuti sono i seguenti:

TEOREMA. (A). — Séa ¢ (¢)—o0 per t—o0; Y (&) verifichi in o<t <1 la
condizione (Y) di W. H. Young e sia priva di salti esterni; allora per > o
e 0=} =h (e

(Ao) L) <{K@, o)+ " ()2

dove K ({,0) = 2Ja+ Hy ¢ A =Sup = (b () -u < 4).
TEOREMA (B). — 1/ teorema (A) cessa di valere se in (A,) si sostituiscono in
luogo di K (Y, o) l'una o l'altra delle seguenti espressions .

K (§,a) (1—¢) (> o0),
K (§,a)—2—¢ (> o).

A questo teorema (B) si perviene determinando esplicitamente ’espressione
di una costante K, < K (4, «) per la quale il teorema (A) cessa di valere in
generale ; per una funzione o (#) opportunamente costruita si ottiene Pespres-
sione K (¢, ) (1 —¢). Questo risultato mostra che la costante K (¢ ,a) &
molto significativa.
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TEOREMA (C). — Nelle ipotesi del Teorema (A), salvo quella ottenuta sosti-
tuendo  (£)—> 0 per t—>0 con § (t) = c + §. (), . ()0 per t— o, risulta,
per €>0 e 0= h <k, (e)

L@=CA"—ch + 8 {K (e, 0) + )41 “W)-4"} 4 0 (4

dove C=c(2*=*—1)fa, —1 =¥ =1, K. ,) & la costante implicata nel
Teorema (A) calcolata per la funzione Y, (f), cioé

K@,,0)=2/a+H;,H; =0,- lim Sup Vo, /(1 +0) , )
N—>o0 oLu=m
e la costante implicata in O (£%) ¢ indipendente da «.

TEOREMA (D). — Nelle ipotesi del Teorema (A), salvo quella ottenuta sosti-
tuendo § (£)— 0 per t—o0 con { (¢) limitata per 0 <t < 1, lim ¢ () = — 1,
t—>o

lim b (@) =1, risulta, per ¢ >0e0=<h<h, (e)
t—> o

(Do) o) <{K{¢,0) + ¢}-4

dove K ({,0) = (3 + 22—)Ja + H,. o
Nel caso in cui sia lim ¢ (#) = A< B = lim ¢ (¢), si ricava immediata-
t—>o0 t—>o
mente, in luogo della (D,), la disuguaglianza :

A4+ B
2

(o) <{K($,0)+c}h*—

40 ()

dove K ({,0) = (22=¢—1)Ba + 2 (B—A)Ja + H,.

Come si pud osservare, nella composizione degli infinitesimi al secondo
membro delle maggiorazioni stabilite per I (¢) nelle proposizioni sopra enun-
ciate, concorrono simultaneamente i due aspetti di ¢ (¢) legati all’andamento
in prossimita dell’origine rispettivamente della minima maggiorante mono-
tona di | (#)| e della variazione totale di ¢ (). Riteniamo non prive di in-
teresse le maggiorazioni precedenti che, oltre a condurre a quella che potrebbe
dirsi la « migliore espressione » del secondo membro, ne separano le due sud-
dette componenti.

Infine si considerano categorie di funzioni ¢ (#) che soddisfano ipotesi
diverse dalla condizione di W.H. Young, e si ottengono risultati analoghi.
Alcune di queste ipotesi (per esempio variazione finita) rientrano in quelle del
Teorema (A) come casi particolari, ma i risultati cui si perviene sono un poco
pilt precisi.



