
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Laura Cupello

Sulle costanti delle condizioni di Hölder in forma
integrale

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 35 (1963), n.6, p. 460–462.
Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1963_8_35_6_460_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1963_8_35_6_460_0
http://www.bdim.eu/


4 6 0 Lincei -  Rend. Sc. fis. m at. e nat. -  Voi. X X X V  -  dicembre 1963

Analisi matematica. —  Sulle costanti delle condizioni di Holder 
in form a integrale° .  N ota di L a u r a  C u p e l l o , presen ta ta  (**} dal 
Corrisp. G .  R i c c i .

Sia 9 (t) una funzione reale della variabile reale /, definita per a ^ t s ^ b  
e ivi sommabile, identicam ente nulla fuori di questo intervallo.

Sono note le condizioni di H older in form a integrale di ordine a (o ^  oc fg 1). 
T ra  i num erosi studi nei quali esse vengono u tilm ente applicate sono quelli 
riguardan ti certe funzioni analitiche trascendenti definite m ediante integrali. 
Problem i riguardan ti queste funzioni sono s ta ti t ra t ta t i  da G. H. H a rd y -  
J. E. L ittlew ood, E. C. T itchm arsh, M. L. C artw right ed altri.

E noto che (I)
b

j  | cp (/ h) —  <p‘( t ) \ d t =  o ( ! h | ) per h -> o,
a

quando e soltanto  quando esiste un num ero c tale che sia 9 (/) — c quasi 
ovunque ; m entre

b

/ | 9 (t +  d) —  9 (/) | dt — O ( | h | ) per h->  o,

quando e soltanto  quando 9 (/) è quasi ovunque uguale a una funzione a varia 
zione finita in a ifL t  b.

Ci proponiam o la determ inazione esplicita delle costanti e degli infinite
simi che figurano al secondo m em bro della condizione di H older sotto  form a 
integrale in un caso partico larm ente interessante.

Prendiam o in esame funzioni 9 (t) che presentano una singolarità di 
com portam ento nell’intorno di un punto  interno alPintervallo di integrazione 
della condizione stessa. Possiamo supporre, senza alterare la generalità del risul
tato , che tale intervallo  sia —  1 ^  t ^  1 e che il punto  singolare sia t  =  o : più 
precisam ente consideriamo le funzioni 9 (t) della forma 9 (t) =  | t  |a~ 1 ^ (f). 
Sul com portam ento di ([t) nell’intorno del punto  t  =  o vengono prese
in esame successivam ente varie ipotesi : valid ità di una condizione di 
W, H. Young, variazione finita, appartenenza a una classe di H older di ordine

(*) Studio eseguito nell’am bito del gruppo di ricerca n. 40 (1962-63) del Com itato 
Nazionale per la M atem atica del C .N.R.

(*k) Nella seduta del 14 dicembre 1963.
(1) G. H. Hardy e J. E. Littlewood, Some properties o f  fractional integrals, «M ath. Z. », 

27, 599 (1928) e A  convergence criterion fo r  Fourier series, «M ath. Z. », 28 ,^619 (1928); 
E. C. Titchmarsh, A  theorem on Lebesgue integrals, « J. London M ath. Soc. » 2, 36-37 (1927).
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y, con a < y  <  1 ; d iscontinuità di seconda specie in t  =  o ; differenziabilità 
di 9 (fi) con la condizione j 1 12 — a 9' (t)->  o per t->  o.

L a condizione di W. H . Young è la seguente :

| d  (u 4» (u)) finito, d  (u (u)) | =  O (73) per 7] -> o +  •

Indicando con (a , b) la variazione to tale di ^ 00 nell’intervallo 
a ^  t SL b, poniamo, per ogni 0 >  o e o < y |  <  1,

H (v) , o) =  Sup V v (« /( 1 +  °) , «) ;
O <  «  < (  T]

^ =  (1 H-cr)1 — “/{(i +  a)1- »  — 1} , H„ =  ff, lim ■ H (?) , <r) ;
Tj —>  O

0 00 — Sup | 0 (u) | =  m inim a m aggiorante di | ip fi) | r id o tta
o <  u •< t

continua dalla sinistra.
S tudiam o l ’andam ento  deirin tegrale

1 (?) =  / ! ?  (t ±  h) —  cp (t) | dt , cp (0  =  1# |" ~ 1 + (0.

per Dai risu lta ti o tten u ti per 1 (9) si deducono in modo ovvio
quelli riguardan ti l’integrale analogo

/ | 9 (t ±  fi) —  9 00 I dt.

I risu lta ti principali da noi o tten u ti sono i seguenti :
T e o re m a  (A). — S ia  ^ (/)->  o per t->  o ; fi) verifichi in  o <  t  << 1 la 

condizione (Y) d i W. H . Young e sia priva  d i salti esterni; allora per  s >> o 
e o h ^  hQ (s)

(Ao) I (?) <  {K , a) +  e } ? - “ (X>-A°

K (4» , a) =  2 /a +  H 0 e X =  Sup u ( f i ( u ) - u ^ h ) .
TEOREMA (B). — I l  teorema (A) cessa d i valere se in  (A0) si sostituiscono in  

luogo d i K  (fi , a) lu n a  0 Valtra delle seguenti espressioni :

K .0Jc >*) ( r — e) (e > o ) .

K , a) —  2 —  s (e >  o).

A  questo teorem a (B) si perviene determ inando esplicitam ente l’espressione 
di una costante K0 <  K  , a) per la quale il teorem a (A) cessa di valere in 
generale ; per una funzione 9 (fi) opportunam ente costru ita si o ttiene l ’espres
sione K  (4» , a) (1 —  e). Questo risu ltato  m ostra che la costante K (0 , a) è 
m olto significativa.
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T e o r e m a  .(C). -  Nelle ipotesi del Teorema (A), salvo quella ottenuta sosti
tuendo ^ ( /)—> o per t->  o con ^ (t) =  c -f- ^  (/) , ( /)—> o per  > o, risulta ,
per z >  o e o A h A hQ (%)

I (? ) =  C - Aa — +  »  {(K , a) +  e) a (X) A a} +  0  (^2)

<̂ <9̂  C =  c (22~ a —  i)/a , —-  1 A V A  1, K (i^ , a) è la costante implicata nel 
Teorema (A) calcolata per la funzione  ^  (f) , cioè

K (^1 , a) =  2 /a +  Ho , (HJ =  ^  • lim Sup ( u f i  +  or) , «))
T] —»  O O <  «  <S T]

£ costante implicata in O ( h f  è indipendente da z.
TEOREMA (D). — Nelle ipotesi del Teorema (A ), salvo quella ottenuta sosti

tuendo ^ (£)—>■ o per t —> o con ^ (f) lim itata per  o A / A 1, lim ^ (t) =  —  1
____  t —> o

lim ^ (0 — V risu lta , s >  o £ o A A  ̂  (s)'
/ —> o

( D o )  I (?) <  {K (<J> , a) T  z}-ka

dove K (^ , a) =  (3 +  32~ a)/a  +  H a .
Nel caso in cui sia lim <]; (X) =  A<< B =  lim, ^ (£), si ricava im m edia ta-

t —> o / - > o
m ente, in luogo della (D0), la disuguaglianza :

I (?) <  (K (i|i , a) +  s} -ha -----~ V r ~  ■ h -\- O (h?)

dove K (^ , a) =  (22~ a — 1) B/oc +  2 (B —  A )/à +  H c .
Come si può osservare, nella composizione degli infinitesimi al secondo 

m em bro delle m aggiorazioni stabilite  per I (9) nelle proposizioni sopra enun
ciate, concorrono sim ultaneam ente i due aspetti di ^  (t) legati a ll’andam ento 
in prossim ità dell’origine rispettivam ente della m inim a m aggiorante m ono
tona di | <P ( f  | e della variazione to tale di ^ (f). R iteniam o non prive di in
teresse le m aggiorazioni precedenti che, o ltre  a condurre a quella che potrebbe 
dirsi la « m igliore espressione» del secondo m embro, ne separano le due sud
d e tte  scomponenti.

Infine si considerano categorie di funzioni ^ (t) che soddisfano ipotesi 
diverse dalla condizione di W. H. Young, e si ottengono risu lta ti analoghi. 
A lcune di queste ipotesi (per esempio variazione finita) rien trano  in quelle del 
Teorem a (A) come casi particolari, m a i risu lta ti cui si perviene sono un poco 
più precisi.


