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Analisi matematica. —  Problema singolare di Cauchy, relativo ad 
una generalizzazione dell''equazione di Eulero-Poisson-Darboux (*}. 
N o ta  di A l e s s a n d r o  O s s i c i n i ,  p resen ta ta  (** (***)} dal Socio  M. P i c o n e .

Nella presente N ota  diam o la form ula risolutiva del problem a di Cauchy 
singolare, per una equazione che generalizza l’equazione differenziale di 
E u lero -Po isson-D arboux  (I).

Posto

X =  (%i , X2 ,• \',Xp) > P >  1

e considerato l’operatore lineare

Lk
k d 
T  ~di

p 3:

a*2

ove k  è un  num ero reale scelto in modo che k — p  +  1 >  o ; determ iniam o 
una funzione u (x  , t) =  u (Xj , x 2 , • • - , xp , t) di classe C(2) soluzione della 
equazione :

( i . l )  l^kU —  u =  o ,  o

soddisfacente sull’iperpiano t  — o alle condizioni iniziali 

(1.2) u (x , o) =  f  (x) ; ut (x , o) =  o ,

con /  (x) funzione assegnata di classe C(2)-

2. Cominciamo col determ inare una soluzione della (1.1) con sim m etria 
sferica, cioè una funzione u  dipendente, oltre che dalla variabile tem porale t,

/ P \l/2
solam ente dalla d istanza r = ( 2 x i) •

Poiché si ha

du du dr xi du ' d2U
dxf- dr dxi r  dr ’

PEl  i ( 1 _  \
r 2 dr2 ' y r r3 J dr

abbiam o che in tal caso l’equazione (1.1) si m u ta  in q u est’a ltra  nelle due varia­
bili indipendenti t , r  :

(i-3)
d2 II p  — I du 32 U k du 
dr2 ' r dr df2 t  dt

(*) Lavoro eseguito nell’ambito deH’attività dei Gruppi di Ricerca del C.N.R. (presso
PIstitpto per le Applicazioni del Calcolo).

(***) Nella seduta del 14 dicembre 1963.
(1) Il teorema di esistenza e unicità dimostrato per p  — 2 , k >  o, in [ i ]  vale anche 

nel caso k — p Jc i > o , p > \ .
I numeri tra parentisi [ ] si riferiscono alla Bibliografia posta in fine.
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Eseguendo il cam biam ento della funzione in tegranda dato  dalla
,1—ku =  vt

si perviene, per la (1.3) all’equazione
. v 32 V . Ò 1 dV d2V 2 —-k dv
( x *4) 3r2 ^ r ~dr dP~ ' ~ 1  ~dt V ~  °  ’

U na soluzione elem entare della (1.4) si può esprimere m ediante le funzioni 
di Bessel.

In fa tti operando la ulteriore sostituzione

( 1 .5) z /=  <p (5) , con l  =  t 2 — r 2, 

si o ttiene l’equazione differenziale di Lommel

(1.6) ĉp” + (1 —  v)cp' +  4 =  O 

con
_ k — fi — 1

2

L ’integrale generale della (1.6) può m ettersi sotto la form a (2)

(1.7) <P =  cT ( f  — r ) vh Jv (pt2— r 2) +  cx ( f  —  r ) vh J _ v (l/t* —  r2 ) ,

ove c\ , c2 sono costan ti arb itrarie , m entre Jv (#) , J—v (#) sono le funzioni 
di Bessel di prim a specie. Nel caso che v sia intero in luogo di J__v (z) va posta 
la funzione di Bessel di seconda specie Yv (z).

M oltiplicando la 9, d a ta  da (1.7), per P ~ k si ha una funzione soddisfa­
cente alla (1.1) per o .

3. L a soluzione del problem a di Gauchy posto nel n. 1 per /  > o  è d a ta  da

(3 -0

ove

(3-2)

u (x , t) =  Kk 1 j /  (y) f  k (if2— Rly) vl2 J v  (V e  —  ) dy ,
| x  —  y  | <  t

A ,
tP2

2vr
Ratj — | x  y  |

p I 1/2
vii

Proviam o dra che la (3.1) verifica le condizioni richieste dal problem a. E ffet­
tuando nell’integrale il cam biam ento di variabile

y  =  x  +  cut. 

ove oc indica (oĉ  , oc2 , • • - , oĉ ) e ponendo 

(3.3) t|> ( t , a) =  t ~ v (1 —  | a \ y la Jv (t | / l — | oc |2 )

(2) Cfr. [2] p. 97.
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si trova

(3-4) . (x , t) =  Ak 1 j  f  (x +  o l ì )  ^ ( t , a) da .

D erivando, come si può, sotto  il segno d ’integrale abbiam o

dt =  A * 11 da

e quindi

m entre

=  A * 1 / j + * /  +  2 2  «,• +
| a | <1

1 = 1 t 2 dx- / d a

32 «
9*2

A 7 \
/  - ,

* 2 -
/

da cui segue

(3-5)

I «1 <1
doc

2^; A . - / U 2 S - 4' 2~  3*? 3;r • / +

2 i>, 2  «»■ 3^. 4 2  ^  3̂ . — •f  [ l  +  7- ^  +

Posto p2 = 2 a?> si ve<ie  facilmente che la funzione

da .

(3-6) <K*. p) =  ^-v(i — p2) 2 j v ( d i  — p2),

a causa delle (1.6) e (1.7), soddisfa l’equazione differenziale

(3-7) (1 — P2) +  2 P4 , e — t -» ^  +

+ i> — 1
+  (2 v ^ /  —  0  p L  —  (2 v — a +  0  ^ — (a  —  2 p'ì) 4» =  o .

In conseguenza per l ’integrale (3.5) otteniam o tenendo conto che

— / ( *  +  « o = ! — / ( * +  tó)

(3-8)

con

(3-9)

L ku  —  u —

T> (*) _
-D0 ---  OC/

A p  ' '
212 J ,

b :(0 2  B f /
y=i

+ e — 2  2 v ^ ]

B f  =  (1 — a 2)<j,

i — P“

doc ,

B/!) =  —  a,- ocy , (7 4 V ) •
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M ostriam o ora che l’espressione

(3 -io ) b?/ + 2 b?/<,
1 =  T *■'

tende uniform em ente a zero per p -> i. R esterà con ciò d im ostrato  che la (3.1) 
soddisfa l’equazione differenziale (basterà applicare il teorem a della d iver­
genza).

U tilizzando le formule ricorrenti (3)

2̂ j x v Jv (a) ^Jv+i (#)
( ^ Jv 0?) fi-  ̂Jv (p ) ==z z  J v — i (a)

abbiam o

^  I2) 1 +e =  —  ^ V+I P (J —  Pa) ~  —  p2)
i V + I ______
' + / =  — * - v (i — P") 2 Jv+I ( A l  —  p2 )-

L a prim a delle (3.9) p o trà  m ettersi so tto  la forma

B(0 V + ' I

= “,-*~V + I( l—P’)~ J v +I (A i — P^-

Se teniam o conto che per la funzione Jv (V) di Bessel di i a specie si ha per 
^ o < 4>

Jv(*> = \ ■* / 
r(v  +  1) [1 +  <>(*“)] .

otteniam o, tenu to  conto della (3.6),

b < V + 2 b ) % <  C (1 —  P2) v + I

con C costante assoluta.
Onde resta  così dim ostrato  che la (3.10) tende uniform em ente a zero per 

P-* 1 e la (3.1) risu lta  quindi soluzione dell’equazione (1.1).

4. Proviam o ora che la (3.1) verifica la condizione iniziale

u ( x  , o) = / ( * )  .
Avendosi

/  (x +  CLt) =  f  {%) 4" O (t)
ne segite

(4*0 u (x , l) — A* f  (pò J  (t > p) doc -|- O (t) .
! a l < x

(3) Cfr. [2] p.45.
(4) Cfr. [2] p. 44.
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Se eseguiamo la trasform azione di coordinate

oc. =  p sen 0X sen 02 • ■• • sen 0p_2 sen % -
oc2 — p sen 0X sen 02 • •■ • sen 0p_2 cos

0C3 =  p sen 0X sen 02 • COS —2
(4 .2) ............................ .......................................... ....................

I c t p - 1 =  p sen 0r cos 02

i CLp =  p COS 0 j

ove 0̂ _ ! varia nell’intervallo  (o , 2 7t) e le 0* ( i  =  1 , 2 , 3 , • • •, p  —  2) in 
(o , 7t) otteniam o per l’integrale (4.1) l ’espressione

1

(4.3) u (x , t) =  tùp i ~ v I (1 —  p2) ^  p ^ - 1 Jv (t ]/i —  p2 ) dp +  O (t)

2 llPl2 .ove iùp =  — —— indica la m isura ipersuperficiale della ipersfera di raggio 1.

r  ( v )
M ediante la sostituzione

(4 .4) P ~  cos X

perveniam o alla
jr/2

(4.5) u (x , t) =  A 7 1/  (x) cùp t ~ y / senv+I X cos^-1  XJV ( t  sen X) dX -fi O (t) ;

dalla valid ità dell’integrale di Sonine (5)

(4*6) Jv + fi+i (f)

si ha

tìi+i
Jc/2

2(* r ( !ji +  i)
senv+I X cos2^ 1 XJV (t sen X) dX

(4 -7) u ( x  , t )  =  Ak y  (x) izph 2a/2 t 2 J j _ , ( i ) 4  0 ( /) .

Poiché la funzione z ~ v ] v (z) è una trascendente in tera  che per z  =  o

assume il valore ------ 1-----  risu lta, tenuto  conto della (3.2)
2vr(v +  i) y

u ( x  , Ó) = f  (x) .

5- Passiamo ora a provare che la (3.1) verifica anche l’a ltra  condizione 
iniziali

(5) Cfr. [2] p. 373.

ut (x , o) =  o .
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Poiché

f i x  +  a t) = /  (x )  +  t  2  O (t2)
i=z I

si o ttiene derivando, come si può, sotto  il segno d ’integrale

■(5.1)
du

■~dt =  A I
fT,  dz- [4* +  H><]da +  a * y  y )  / y  da +  o  (?).

Il primo integrale si vede im m ediatam ente che è nullo in v irtù  della sim m etria. 
Per il secondo integrale si ha a causa della (3.12)2

I  4? da =
I « |<I

/ • v +1

<?p~ x (1 — P2) ^  Jv+I it fi — p2) dp .
o

Colle sostituzioni (4.2), (4.4) esso diviene

3T/2

I y  da =  —  ir-'1 cô  j  senv+2Xcos^~I XJv+I(f sen X) dX
a | <  1 o

e quindi tenuto  conto della (4.6) si ottiene

I OC | <  I  2

in conseguenza si ha per la (5.1)

(5-2) -■ = -  a ry  y) tP  2 r  V  J±±i y  + 0 y
2

e si perviene ìn definitiva alla

du
dt t  =  o

=  o .

B ib l io g r a f ia .
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