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Analisi matematica. — Problema singolare di Cauchy, relativo ad
una generalizzazione dell’equazione di Eulero—Poisson—Darboux ©.
Nota di ALEssANDRO Ossicini, presentata ©” dal Socio M. PiconE.

Nella presente Nota diamo la formula risolutiva del problema di Cauchy
singolare, per una equazione che generalizza l’equazione differenziale di
Eulero—Poisson-Darboux ©).

Posto
? 32
xr'(xt»xz;""xﬁ) ) p=1 ’ Azzgf?x?
e considerato 'operatore lineare
32 k2
Li=A—w—7%
ove £ & un numero reale scelto in modo che 24— p + 1 > 0; determiniamo
una funzione # (x,?) = u(x,,%,, -+, x,,%) di classe C® soluzione della
equazione :
(1.1) Livw—un=o0, t>o0

soddisfacente sull'iperpiano # = o alle condizioni iniziali
(1.2) u(x,0)=f(x ; wu(x,0)=o0,

con f(x) funzione assegnata di classe C®-

2. Cominciamo col determinare una soluzione della (1.1) con simmetria
sferica, cioé una funzione # dipendente, oltre che dalla variabile temporale ¢,

? 1/2
solamente dalla distanza » = (E xf) .

1=1
Poiché si ha

o dx; r or ’ a2 7
2

ox, 2 - or

du ou or x; du . P u X ey 1 x\ ou
= AV

abbiamo che in tal caso I’equazione (1.1) si muta in quest’altra nelle due varia-
bili indipendenti ¢, 7:

I % p-—1 3u o%u k ou
(1:3) or? ¥ o or? ¢t ot

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di Ricerca del C.N.R. (presso
I'Istituto per le Applicazioni del Calcolo).

(**) Nella seduta del 14 dicembre 1963.

(1) Il teorema di esistenza e unicitd dimostrato per p = 2, 2> o, in [1] vale anche
nel caso £—p +1>0,p > 1.

I numeri tra parentisi [ ] si riferiscono alla Bibliografia posta in fine.
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Eseguendo il cambiamento della funzione integranda dato dalla

—&
u = vt

si perviene, per la (1.3) all’equazione

(1.4) a—r; +

Una soluzione elementare della (1.4) si pud esprimere mediante le funzioni
di Bessel.
Infatti operando la ulteriore sostituzione

(1.5) v=09¢ (%), con &=1¢—7r
si ottiene I'equazione differenziale di Lommel
(1.6) B+ (=Yg +T=0
con

—p—1

L’integrale generale della (1.6) pud mettersi sotto la forma @
) e=a@—V"L U=+ E—" T (E—7),

ove ¢, ¢, sono costanti arbitrarie, mentre J, (), J_, (2) sono le funzioni
di Bessel di prima specie. Nel caso che v sia intero in luogo di J_., (¢) va posta
la funzione di Bessel di seconda specie Y, (2).

Moltiplicando la ¢, data da (1.7), per #—# si ha una funzione soddisfa-
cente alla (1.1) per £>o0.

3. La soluzione del problema di Cauchy posto nel n. 1 per # >0 ¢ data da

(3.1) w(x,?) = A" / FEHE—RLY T F—RS, ) dy,
[x—y|<t
ove

: 22 i R 1/2
() Aee T Ry eyl = SE—ay |
QVP(—ij> ’ =1

Proviamo ora che la (3.1) verifica le condizioni richieste dal problema. Effet-
tuando nell’integrale il cambiamento di variabile

y=x4ar.
ove « indica (o , o, -+, %s) € ponendo
(33) Y@a) = G @t —]af)

(2) Cfr. [2] p. 97.
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si trova

(3.4) u(x,;)=A;“/'f<x+az)q;(¢,a)da.

o<1

Derivando, come si puo, sotto il segno d’integrale abbiamo

u —1 £ of
. =A; LI/Z“;‘Q"I“%][ du
(o %2 =1
e quindi
2 ? 2
o _-Ab [ 4)” +2¢'2a’3x ‘;; % Sx] dor
|a|<1

mentre

2 [ p 22

a1 3

X, i=1 Ox;

la]l <1
da cui segue
—f 3 & e
(3:5) Lyw—u=A7" [ 14 3L —y| Tu 2| 7+
i=1 0x> =1 ox
la]<z ’
&y b, & o )3 |
—2h B — b Zm L —fb S Y] da
2

Posto 2 =Eocf , si vede facilmente che la funzione

=1

(3:6) : Y@ =0 —e) L @1 —¢),
a causa delle (1.6) e (1.7), soddisfa 'equazione differenziale
37 (1 — e by, + 2 ot — 20, +

ey eld— @y —p+ D — @ —2 ) =o.

In conseguenza per lintegrale (3.5) otteniamo tenendo conto che

f(x+ocz‘)———f(x+oct)

AT? y
(3.8) Liow—u = k ]2 [B(”f—l-EB"’faJ ,

con

. 1_92 .
BY — a,.[—— g, — 28y, — 2

(39 BY = (1—ad)
B = —aa; ¢, G0



ALESSANDRO OSSICINI, Problema singolare di Cauchy, ecc. 457

Mostriamo ora che I’espressione
2 . &0, |
(3.10) 2 {Bf)f + 2 BV S, |
i=1 i J=1

tende uniformemente a zero per p — 1. Restera con cio dimostrato che la (3.1)
soddisfa I’equazione differenziale (basterd applicare il teorema della diver-
genza).

Utilizzando le formule ricorrenti (3

(3.11) @I @) = =2l ()
2]y (2) + V] (&) = 2]v—(2)
abbiamo
(3.12) “ %z_rvﬂP<I_PZ)_—;L_I(1,‘VI—92)

vt

| b= =@ =) 2 Ju 01 —¢).
La prima delle (3.9) potra mettersi sotto la forma

V41

Bﬁ,i) = vtz (I “‘PQ)TJV-H (l‘l/l . 92 ) .
Se teniamo conto che per la funzione J, (z) di Bessel di 12 specie si ha per

z—>0W®

Jo (o) = % [1+ 0 ()],

otteniamo, tenuto conto della (3.6),

P - p .
Sals0r+ Snpr,
i=1 J=1

’ < C (1 — p?)vs
con C costante assoluta.
Onde resta cosi dimostrato che la (3.10) tende uniformemente a zero per

p—1 e la (3.1) risulta quindi soluzione dell’equazione (1.1).

4. Proviamo ora che la (3.1) verifica la condizione iniziale

w(x,0) =f(x).
Avendosi ;
S +ot) =Ff(x) + 0 (@)
ne segue
(4.1) u(x,f>=A?f(x>] Y, 0)da+ O().

lo|<z

(3) Cfr. [2] p. 45.
(4) Cfr. [2] p. 44.
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Se eseguiamo la trasformazione di coordinate

o, =psenB,senb, - -senb;_,sen0, ,°
x, = psenb;senf, . -sen0,_,cos 0, ,
o; =psenb, sen, - cos0,_,

(4:2)

op—;= p sen 0, cos 0,

o, = pcos0,

ove 0,_, varia nell’intervallo (0,2x%) e le 6, ¢G=1,2,3,--,p—2) in
(o, ™) otteniamo per lintegrale (4.1) l'espressione
4.3) wu@x,t)=A"f(x)w,t" / (1—pz 2 ]y (2)1—p*)dp + O (2)

o

5?2

w2

2 ;

ove w,= indica la misura ipersuperficiale della ipersfera di raggio I.

Mediante la sostituzione
(44) o = cos

perveniamo alla

.
@s5) w8 =ATF (@) o, ] senv+ A cost=1 1], (¢ sen 3) dh 4 O () ;

o

dalla validitad dell’integrale di Sonine (%)

7/2
e '
(4.6) Jvrpr: @) = TeTs sen”’* A cos*B+1 ], (£ sen A) dA
si ha
it
4.7) w(x,t) =A7 f@) "2 L )+ 0.
Poiché la funzione £=VJ,(2) ¢ una trascendente intera che per z =0
assume il valore ——— risulta, tenuto conto della (3.2)
2T (v+1)
u(x,0)=7(x).

5., Passiamo ora a provare che la (3.1) verifica anche l'altra condizione
‘iniziale
#u,(x,0)=0.

(5) Cfr. [2] p. 373.
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Poiché

2 A
Fatat) =@+ a9 40
si ottiene derivando, come si puo, sotto il segno d’integrale

1) = A‘ILEQ“") «[¢+r¢,]da

=1

AT f<x>f¢,da+0<t>-

[ov.|<1 joa' <1

Il primo integrale si vede immediatamente che & nullo in virtu della simmetria.
Per il secondo integrale si ha a causa della (3.12),

I

. . \+1
/%da:—f‘”%/ 7 (I—p) Toax @1 —0*) dp.
la|<1 o
Colle sostituzioni (4.2), (4.4) esso diviene
. /2
/ ,da = — v ‘%/ sen'"? A cos” T Ay, (¢sen 2) da
:1\51 o
e quindi tenuto conto della (4.6) si ottiene
LA
[% doo = —n" 2" = [y, (1)
el ’
in conseguenza si ha per la (5.1)
k—1
(5.2) Y e AT @ L )+ 0@
e si perviene in definitiva alla
el
SZ Jl=o - ’
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