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Analisi matematica. — Sul metodo integrale di risoluzione di una 
classe di problemi al contorno concernenti talune equazioni integro— 
differenzialir). N ota di Stefania R uscior, p resen ta ta (**} dal Socio 
M. PlCONE.

1. Nella sua classica Memoria concernente i nuovi metodi per il calcolo 
delle soluzioni delle equazioni a derivate parziali della Fisica-M atematica, il 
Picone [1] addita la portata  dell’utilizzazione nelle varie classi di problemi al 
contorno delle condizioni spettanti alle derivate totali, definite nel caso delle 
derivate del primo ordine (derivate nel senso di Picone) tram ite

(*) T)u — u =
md U

dXi dx2 ■ • -'dXm

Dopo ciò il Mangeron ha studiato sistematicamente vari classi di problemi 
al contorno per le equazioni a derivate parziali d ’ordine superiore di Picone, 
di cui il prototipo ha la forma

[A (x) u +  AB (x) u]' +  A [B (x) u -f C (x) u] =  o,

(**) U |FrR =  O , R =  (X* <  Xi <  x**),

1 , 2 ,  y 2, f i , X  (jTj , X% , * * * , X 2 n ) ) ,

estendendo poscia tali studi, [2]-[5] o in collaborazione col Krivosein [6]- 
[9], ad una vasta classe di equazioni integro-differenziali con derivate totali 
oppure parziali, lineari o no, d ’ordine superiore, d ’importanza sopratutto  
nell’ambito dei modernissimi rami di fisica odierna [ io ] - [13].

Collegandomi vieppiù, tram ite alcuni lavori che prendono la spinta dagli 
studi recenti di F. Nozicka [14]-[15], con i problemi di geometrizzazione delle 
equazioni a derivate parziali spettanti alla Fisica M atem atica [ i 6 ] - [ i 8], 
mi propongo in ciò che segue di applicare il metodo di Mangeron esposto da 
codesto autore al recente Colloquio organizzato dall’Unione internazionale di 
Meccanica razionale ed applicata (IUTAM) e consacrato alla Meccanica delle 
vibrazioni [19]- [20], alla risoluzione di certi problemi non lineari relativi ad 
una classe di equazioni integro-differenziali (I), ampiamente studiati nel caso 
lineare dal Mangeron e in collaborazione con L. E. Krivosein in una Nota 
lincea inaugurale, dedicata a M. Picone all’occasione del Suo 750 compleanno
[2 i H 23]-

(*) Lavoro eseguito nell’Istituto politecnico di Iasi, RPR.
(**) Nella seduta del 14 dicembre 1963.
(1) Sottolineamo che il metodo integrale di Mangeron si allinea al suo metodo varia

zionale, ampiamente utilizzato nella tesi di laurea di F. MANARESI [24] ed altri ancora.
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2. Consideriamo il problema di esistenza e di unicità, concernente il siste
ma integro-differenziale a derivate parziali

(i) u (A) |FrR =  <Po (A) ; D‘ u (A) |Ri =  9,- (A)

(i =  1 , 2 v  • - , k — 1 ),

(2)
o

D*u  (A) +  2
i — k — 2

B*(A)
a’+-/« (A) 

SA c'yJ

/ ,  [A , «(A )] +  IJ  K (A , B ) / a [B ,« (B )} d B ,
R

52
ove D — — ^  è il simbolo della derivata prima totale di Picone, B,y (A) — 
=  Bij (x , y)  ; 9/ (A) , K (A , B) sono funzioni note continue nei loro argomenti 
per tu tti

A , B e R  =  [a , c] X [b , d] ;

— d\drr\ \ f x [A , ^  (A)] , / 2 [B , ^  (B)] sono funzioni note, in generale non
lineari rispetto al secondo argomento per tu tti A , B , u Eg (R , r x <  | u | <C

( x  =■ a , b <S y  <C d  , 
<; r2] ; RrR è la frontiera del dominio R, mentre R x =  ]{ y  ~  b , a <  x  <L c .

Sia <D (A) una funzione nota 2 k volte derivabile, soddisfacente le condi
zioni non omogenee (1) e sia M (A , B) la funzione di Green [25], [26] (2) del 
problema al contorno

(3) u  (A) |FrR =  o ; D* u (A) |Rl =  o (i =  1 , 2 , • • •, k —  1) ; u  (A) =  o.

Si ha allora dalle (1) e (2)

(4)
R

M (A , B) A [ B , « ( B ) ] -  Ì  2  B*(B)
l = k —  2 J — k—2

di+j u (B)

+
■r

K (B , C) A  [C , « (C)] dC dB == <D (A)

—  [ [ M (A  , B )S [u (B)] d B +  f f / 3 [A , B , « (B)] dB,
*R R

ove si è posto, analogamente con le notazioni già usate nel: caso lineare dal 
Mangeron e dal Krivosein,

(5) A [A , B , « (B)] M (A , B) A [B , tt (B)]

+  A'[B , u ( B) ] M (A , C) K (C , B) dC ;

(2) Detta « funzione di Mangeron » in alcuni lavori, consacrati a certe estensioni del 
metodo variazionale escogitato da questo autore, dovuti a Mario SALVADORI, G. Stam- 
PACCHIA [27], [28].

3 0 . RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 6.
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o o
S [«(B)] = 2 . 2  B*(B)

i=k — 2 j —k — 2
di+J u (B) 

&

Introducendo la funzione

(6) ? (A) =  S [« (A)]

ed operando con l’operatore S [■] sull’equazione (4), si perviene alla seguente 
equazione integrale

(7) 9 (A) =  Oi (A) +  j f  M2 (A , B) ? (B) dB +  f j '/4 [ A , B , u  (B)] dB ,
*r ' r

ove <t>x (A) , M 2 (A , B) sono funzioni note per tu tti A , B € R ; f 4 [A , B , 
u (B)] — SA [ / 3 [A , B , u (B)]]. Sia T (A , B) il nucleo risolvente del nucleo 
M 2 (A , B). Dall’equazione (7) risulta

f8) ■<KA) =  ®I ( A ) +  f 4 [ A , B  , u  (B)] dB +  / / T (A , B) ^ ( B )

+  f l M  B , C, * (C) ]dC
*R

dB = Qa( A ) + j j f 5 [ A , B , u  (B)] dB .
* R

Epperciò, dalle (4) tenendo visi conto delle (8), si deduce

(9) «  (A) =  O, (A) +  J J  / 6 [A B , « (B)] dB .
R

Per conseguenza, se la funzione f 6 [A , B , u (B)] soddisfa nel domi
nio g  — { R , r T <C | u | <  r2} rispetto al terzo argomento alla condizione 
di Lipschitz col coefficiente y (A , B) e se è soddisfatta inoltre l’inegua
glianza

y (A , B) dB <  1,
R

l’esistenza e l’unicità del problema (1), (2) risultano dal principio delle imma
gini condensate.

Si può enunciare pertanto il seguente
Teorema. -  SeM  (A , B) è la funzione di Green del problema (3), 1 non è 

un autovalore del nucleo M2 (A , B) ; V (A*, B) è il nucleo risolvente di questo 
nucleo e la funzione /6 [A , B yu (B)] soddisfa nel dominio g  alla condizione 
di Lipschitz rispetto al terzo argomento y (A , B), m entre il coefficiente della 
condizione lipschitziana soddisfa l’ineguaglianza (io), il problema al con
torno (1), (2) possiede una soluzione unica 2 k volte continuamente deriva
bile, che può essere costruita tram ite il metodo delle approssimazioni suc
cessive [29].
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3. Applichiamo adesso il metodo di Mangeron delle equazioni integrali 
[30], alla determinazione della soluzione approssimativa del problema (1), 
(2) nell’ipotesi che sia noto il nucleo risolvente V (A , B) (3).

Poiché la risoluzione del problema (1), (2) è equivalente alla risoluzione 
dell equazione integrale (9), prendiamo le mosse dall’equazione funzionale 
ausiliare

s r
(11) w  (A) =  O3 (A) +  2  2 CH fe [A , (xt- , y /)  , w (x; , y ,■)] , (x{, yj)  € R ,

z = 1 J= 1

ove d j  sono coefficienti noti che ne figurano nella formula di cubatura scelta 
per il processo di approssimazione da seguirsi. Mettendovi nella i =  i , 2 ,• • •

si perviene ad un sistema non lineare di equazioni 
numeriche, che può essere trascritto sotto la forma vettoriale-m atriciale

(12) W =  <DI +  T (W ).

Dalle (12) segue che se la norma dell’operatore T soddisfa l’ineguaglianza

03) |X  U <  1,

allora la soluzione del sistema (12) esiste ed è unica.
Per conseguenza, la funzione w  (A) risulta univocamente determ inata. 
Nel caso in cui la soluzione del sistema (12) si determina con approssi

mazione, anche la funzione w  (A) si determina con approssimazione.
Sia <3 ij (z =  1 , 2 , • • •, s ; j  =  1 , 2 , • • •, r) la soluzione (esatta oppure 

approssimativa) del sistema (12). La soluzione approssimativa del problema 
(0> (2) risulta per conseguenza data  dalla funzione

0 4 ) u sr (A) =  <J>3 (A) + 2 2  + / «  [A , (xt , y/) , <r,y] .
1 =  l J = i

B ib l io g r a f ia .
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